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رياضيات 5ه 


التعليم الثانوي 
رنظام المقررات) 


(مسار العلوم الطبيعية) 


قام بالتأليف والمراجعة 
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نع مزاع : ::: 
وزارة التعليم 


ها معنالع 06 ومأكاص نالا 


2021 - 3 


الاة 10:23 03/03/2020 


© وذارة التعليم . 4595١ه‏ 


فهرسة مكتبة الملك فهد الوطنية أثناء النشر 

وزارة التعليم 

الرياضيات 4: المستوى الخامس المسار العلمي / وزارة التعليم - 
الرياض» 579 ١ه‏ . 

75ص 17,57١4‏ سم 


ردمك: ٠ه‏ مدهل مو 
١‏ الرياضيات ‏ كتب دراسية ؟ - التعليم الثانوي - مناهج ‏ السعودية 
أ. العنوان 


١17594 ها٠١,‎ ٠١17 ديوى‎ 


رقم الإيداع ١/9‏ 
ردمك : ٠-"اهكللممه-3‏ 0 لكدملا؟ا 


حقوق الطبع والنشر محفوظة لوزارة التعليم 
١1١0© . 3‏ لالا لالالالا 


مواد إثرائية وداعمة على "منصة عين" 


5.لاماغع.لاعا 


تواصل بمقترحاتك لتطوير الكتاب المدرسي 


لا .لاباع 28.14 
© .وه© 
6ه سما 
وزارة التعليح 
حره أ لعنالع 06 بومأكاص الا 
3 - 2021 


2 0م171 


وزارة التعليح 
دهن معنالءع ع0 بمأكاصأالطا 


2021 - 3 


دهن معنالءع ع0 بمأكاصأالطا 


2021 - 3 


الحمد لله والصللاة والسلام على نبينا محمد وعلى آله وصحبه أجمعين: ويعد: 


تعد مادة الرياضيات من المواد الدراسية الأساسية التي تهيِّئْ للطالب فرص اكتساب مستويات عُليا من 
الكفايات التعليمية» مما يتيح له تنمية قدرته على التفكير وحل المشكلات» ويساعده على التعامل مع مواقف 
الحياة وتلبية متطلباتها. 
ومن منطلق الاهتمام الذي توليه حكومة خادم الحرمين الشريفين بتنمية الموارد البشرية: وعيًا بأهمية 
دورها في تحقيق التنمية الشاملة: كان توجه وزارة التعليم نحو تطوير المناهج الدراسية وفي مقدمتها مناهج 
الرياضيات» بدءًا من المرحلة الابتدائية, سعيًا للارتقاء يمخرجات التعليم لدى الطلاب» والوصول بهم إلى 
مصاف أقرانهم في الدول المتقدمة. 
وتتميز هذه الكتب بأنها تتناول المادة بأساليب حديثة؛ تتوافر فيها عناصر الجذب والتشويقء التي تجعل 
الطالب يقبل على تعلمها ويتفاعل معهاء من خلال ما تقدمه من تدريبات وأنشطة متنوعة؛ كما تؤكد هذه 
الكتب على جوانب مهمة في تعليم الرياضيات وتعلمهاء تتمثل فيما يأتي: 
٠‏ الترابطالوثيق بين محتوى الرياضيات وبين المواقف والمشكلات الحياتية. 
ء تنوع طرائق عرض المحتوى بصورة جذاية مشوقة. 
٠‏ إبرازدورالمتعلم في عمليات التعليم والتعلم. 
3 3 
٠‏ الاهتمام بالمهاراتالرياضية؛ والتي تعمل على ترابط المحتوى الرياضي وتجعل منه كلا متكاملاء 
ومن بينها: مهارات التواصل الرياضيء ومهارات الحس الرياضي» ومهارات جمع البيانات وتنظيمها 
وتفسيرهاء ومهارات التفكير العليا. 
٠‏ الاهتمام بتنفين خطوات أسلوب حل المشكلات» وتوظيف استراتيجياته المختلفة في كيفية التفكير 
في المشكلات الرياضية والحياتية وحلها. 
٠ء‏ الاهتمام بتوظيف التقنية في المواقف الرياضية المختلفة. 
٠‏ الاهتمام بتوظيف أساليب متنوعة في تقويم الطلاب بما يتناسب مع الفروق الفردية بينهم. 
ولمواكبة التطورات العالمية في هذا المجال»؛ فإن هذه المناهج والكتب سوف توفر للمعلم مجموعة 
متكاملة من المواد التعليمية المتنوعة التي تراعي الفروق الفردية بين الطلابء بالإضافة إلى البرمجيات 
والمواقع التعليمية: التي توفر للطالب فرصة توظيف التقنيات الحديثة والتواصل المبني على الممارسة: مما 
يؤكد دوره في عملية التعليم والتعلم. 
ونحن إذ نقدّم هذه الكتب لأعزائنا الطلاب؛ لنأمل أن تستحوذ على اهتمامهم: وتلبي متطلباتهم وتجعل 
تعلمهم لهذه المادة أكثر متعة وفائدة. 


والله ولي التوفيق. 


1 تحليل الدوال 


التهيئة للفصل الأول مالي ا ا ا لبا فطل مط د امد فر رع ا ا 971 
1-1 الدوان 122 
1-2 تحليل التمثيلات البيانية للدوال والعلاقات و اي م وح لا ا ا ا لعا ا 1 18 
1-3 الاتصال والنهايات م و م ل ا ا ا ا 20 
1-4 القيم القصوى ومتوسط معدل التغير 4 به ف م لد يناف عدار تع ال عه قرف نط2 2 ركرك كا م د لط رج 002 3 

اختبار منتصف الفصل 207 
1-5 الدوال الرئيسة (الأم) والتحويلات الهندسية اقح م ع سق عق جاه تو ممه اق ع 2 48 
1-6 العمليات على الدوال وتركيب دالتين معو ا ا لكا ا ا ا 1 1 58 
1-7 العلاقات والدوال العكسية عم به جوكه لماه ممت عع سوام اكه كاه امسو 58 

دليل الدراسة والمراجعة ا ا ا ااا 00 

اختبار الفصل 00 


ها العلاقات والدوال الأسية واللوغاريتمية 


التهيئة للفصل الثاني عر ف ماك عا 1ش قرع جام رك عا ططق 32 عوط ديه رت اق دادر كت د 2 811 
2-1 الدوالالأسية ع :قا لمي طن عأ ا ااه وأا بطب لز ل مالم اعد اما ا ل ا 8120 
استكشاف 2-2 ]ا معمل الحاسبة البيانية: حل المعادلات والمتباينات الأسية م90 
2-2 حل المعادلات والمتباينات الأسية 91 
2-3 اللوغاريتمات والدوال اللوغاريتمية ا م ا 1ر3 
اختبار منتصف الفصل ا ا ا 10425 
2-4 خصائص اللوغاريتمات اج وم وام ع ينار او أو يي ا ا 
2-5 حل المعادلات والمتباينات اللوغاريتمية ان اود عاط واشحة فده وت توه عا 712 
2-6 اللوغاريتمات العشرية اا ااا | 
توسع 2-6 معمل الحاسبة البيانية: حل المعادلات والمتباينات اللوغاريتمية 125 
دليل الدراسة والمراجعة م1 
اختبار الفصل لما عر ا عام ل ا مر ارط ارط مطل ممر وام لط مف فهرو ده 3ذايووة 
221100 


حل لعنالع غ06 بمأكاصذالطا 


3-4 المتطابقات المثلثية لضعف الزاوية ونصفها 50ظ 
استكشاف 3-5 معمل الحاسبة البيانية : حل المعادلات المثلثية 6 ل عسوا بد نا اا 
3-5 حل المعادلات المثلثية ل 0 
دليل الدراسة والمراجعة 0 
اختبار الفصل جوري بناج جر نا حرجي جره ع جر و ل ع و و ود ا م و د ا ل 


التهيئة للفصل الرابع نكا 06 ممع لق ع عاب اق وج ل ع ققد هجوا مهد اخ ع ل اع ةق ايها عمق لخدت ا 
4-1 القطوع المكافئة لما أت بتار ةا امه ادام ماده جا جا 2 جا 
4-2 القطوع الناقصة والدوائر 101010010000 شط 
اختبار منتصف الفصل ترتخا 
4-3 القطوع الزائدة ل ل 
4-4 تحديد أنواع القطوع المخروطية تدا ف مضق أو ع د كم ريه سمو وج ا ع + 
توسع 4-4 معمل الحاسبة البيانية : أنظمة المعادلات والمتباينات غير الخطية 06 
دليل الدراسة والمراجعة 0 
اختبار الفصل الت ب لي لا ال لل لك ل ل ل لل اع ا ا ا ا ا 


تحليل الدوال 


5 انا ع2111/إ 01131 


درست الدوال وتمثيللاتها 
البيانية. 


زو[! زلا ر: 

# أتعرف الدوال وخصائصها 
وتمثيلاتها البيانية. 

# أتعرف الدوالالرئيسة, 
والتحويلات الهندسية 
ليم 

عرااكة كلد من (متواسظ 


معدل تغير دالة؛ تركيب 
الدوال: الدالةالعكسية. 


ك إدارة أعمال: مكل 
الدوالٌ في عالم الأعمال 
والتجارة لتحليل التكلفة» 
والتنبّؤ بالمبيعات: وحساب 
ل امار 
وتقدير الانخفاض فى القوة 
الشرائية ... إلخ. 
قراءة سابقة: كون قائمة 
بالأشياء التي تعرفها عن 
الدوال» ثم تنبأ بما ستتعلمه 
في هذا الفصل. 


جاح ارات نوك رج تل ل سل 


2021 - | 3 


تشخيص الاستعداد: للتأكد من المتطلبات السابقة» أجب عن 


أسئلة الاختبار السريع الآتي: 


مثّل كد من المتباينات الآنية على خط الأعداد: 
1) 3-<ع 2 2->-ع 


5) 5->ع 4 1<ع 


-4 >< 66 , < + )5 


حل كل من المعادلات الآتية بالنسبة إلى /1: 


7 32-2 -ن1 8 5ح عه دن 


9 2-2-7 0) +3 ح 5 + 2ن 


1) +« شين بو 2) +11 - و9 ةن 


3) حلوى: يستعملٌ صانع حلوى المعادلة # - 128 لحساب العدد 
الكلي المبيع من قطع الحلوى؛ حيث (1 عدد عبوات الحلوى» و11 
العدد الكلي من قطع الحلوى التي تم بيعها. كم عبوة من الحلوى 
تم بيعها إذا كان عدد القطع المبيعة 312 قطعة؟ 

أوجد قيمة كل من العبارات الآتية عند القيمة المعطاة للمتغير بجانبها: 

25+7,--3 )5 317 - 4,1 2 )14 


6) م4- د ررة - ع2 + 2ع 17) 52 ح ع ,1 + 272 - و5 


8) 72ح ع ,7+ 42- 9) 27 + 5 ح مر2م3 + 2 


0) ذرحات حرارة: تُستعملٌ المعادلة (32 - )2 - © للتحويل 
بين درجات الحرارة بالقياس الفهرنهايتي والسيليزي؛ حيث تمثل 
© الدرجات السيليزية» و 2 الدرجات الفهرنهايتية» فإذا كانت 
درجة الحرارة "7391 » فأوجد درجة الحرارة السيليزية المقابلة لها 
مقربة إلى أقرب جزء من عشرة. 


رابط الدرس الرقمي 


3 نالع . داع .لا لالالالا 


مراجعة المفردات 


القانون العام (501121112 ع0112012]1): 
تعطى حلول المعادئة التربيعية 0 دع + يرم + 0422 بالصيغة: 


4 52-4 /ا + و - 


3 2 حيث 0 # © 


الميل (©مو1ه): 
يعطي الميل 11 لمستقيم يحوي النقطتين (1 /31) و (ج /1,و:2) 


بالصفة: 1/2011 


1 26 - 1 حيث :د عاج و3. 


كثيرة الحدود بمتغير واحد (72112516 022 12 121حددمم:17ه0م): 
هي عبارة جبرية على الصورة: 

4 ل ته ل تعد هج ل 1 2ن _ ره عد “تير 4 

حيث ن 4 ,4 ,ج04 ,... ,1_ير 4 , ,4 أعداد حقيقية؛ 0 ا ,, 0 )2 


2 عدد كلى. 


الدالة النسبية (1012]ع2ت6 21م220): 


2) 


هي دالة على الصورة ا ح- )4 حيث ()5 ,()0 كثيرتا حدود: 
و0 د )6 


الجذر النوني 1000 ط21): 
العملية العكسية لرفع عدد لقوة (1) هي إيجاد الجذر النوني للعدد. 


ويشير الرمز2 2 إلى الجذرالنوني. 


رمزالجدر و افيه 
81 
ماتجداتجدر 3 22855. .52520 
وزارة التعليم 
دهن معنالع عه بمأكاصذالطا 
3 - 2021 


الفصل 1 التهيئة للفصل ‏ 9 


8-9100 9 


رابط الدرس الرقمي 


الدوال 


انام 


الملاد! له 

تتضمن الكثير من الأحداث في حياتنا كميتين مرتبطتين معًا؛ فقيمة فاتورة 
الكهرباء مثلا تعتمد على كمية الاستهلاك؛ لذا يمكنك تخفيض قيمة 
فاتورة منزلكم والابتعاد عن الإسراف المنهي عنه بترشيد الاستهلاك. 


ينها ف 
(فيما سيق: 
درت مجموعات الأعداد 
ورموزها. (مهارة سابقة) 


لالإن كن 

ضف مجموعات جزئية 
من مجموعة الأعداد 
الحقيقية. 


وصف مجموعات جزئية من مجموعة الأعداد الحقيقية: تستعملٌ الأعداد الحقيقية لوصف 
النتقود» والزمن والمسافة» وتحتوي مجموعة الأعداد الحقيقية *1 على المجموعات الجزئية الآنية: 


أتعرف الدوال» وأحسب 
قيمهاء وأجد مجالاتها. 


(االمفررداات: 


5550-6 الأعداد غير النسبية ح-ح 1/3 
00 نعل |أناطاعد الأعداد النسبية 2-0666 ِ | ,0.125 
رمزالفترة 1 
اهماهم ادتمعاما الأعداد الكحيحهة 1-8 
م الأعداد الكلية .2 ,0,1 
ءانا الأعداد الطبيعية ,3 ,2 ,1 
اك” 
01 لكالا يمكنك وصف هذه المجموعات ومجموعات جزئية أخرى من الأعداد الحقيقية باستعمال الصفة المميزة للمجموعة؛ 
المتغير المستقل [ؤتتفعم الفيقة الميد #النضموعة خسائض الأعذاة من المجموعة لعريتها وهر ارين ”| "حيثك 
عاط313نا أمعلمعمعل0ما 1 0 / 

والرمز © ينتمي إلى أو عنصر في . 
المتغير التابع 
عا هنا تمعلمعمعل (2 © *«,16 > « > 3- | نا 
الكااكة اسك لنت وها 


لع دنا لعملأعل-ع دانتاعععام 


ينتمي إلى مجموعة 
الأعداد المعطاة. 


استعمال الصقة المميزة 


كتنب كلامن مجموعات الأعداد الآثية باستغمال الصفة المميزة للمجموعة: 
8 (.../8,9,10,11) 
تتكون المجموعة من كل الأعداد الكلية الأكبر من أو تساوي 8. 
7لا > عدرقة < د | عدا وتقرأ مجموعة الأعداد : حيث 2 أكبر من أو تساوي 28 
وَ * تنتمي إلى مجموعة الأعداد الكلية. 
ط) 7 >ع 
تتكون المجموعة من كل الأعداد الحقيقية التي تقل عن 7. 


(1 > ع7 > 2 | عا 


©) 7 >2 > 2- 
تتكون المجموعة من كل الأعداد الحقيقية التي تزيد على 2- وتقل عن 7. ادة 
(8 د ,7> ع > 2- |2 ا وام سد 
هه 0 مومهم ع 2# لاغ 3 
31 تحقق من فهمك وزارة التعليح 
18 يرط 4ر122 8) 3->ع 16) 5 > 2 >  -1‏ «منامعنلع )ه يماكاماتز 
3 - 2021 


0 الفصل1 تحليل الدوال 


لاط 8:57 6/12/19 


0 00صا.10-17 


غير محدودة: 
تسمى الفترة غير محدودة 


إذا كانت قيمها تزداد أو 
تنقص دون حدود (دون 
توقف) . 


الرمزان لا١١):‏ 
يُقرأالرمز”ل“ (اتحاد)ء 
ويعني: جميع العناصر 


المنتمية إلى كلا 
المجموعتين. 

يُقرأ الرمز ”0“ (تقاطع)» 
ويعني: جميع العناصر 
المشتركة بين المجموعتين. 


المجال والمدى: 
في هذا المفهوم الأساسي» 
يمكن أن يستعمل الرمز (1 


للتعبير عن المجال؛ والرمز 
8 للتعبير عن المدىء أي أن: 
(2,3,4 ,1 م 
(16,8,9-<11 


تُستعملٌ 8174111888 لرصف المجموعات الجزئية من مجموعة الأعداد الحقيقية» فيُستعمل الرمزان ”[“ أو ”] » 
7 ددم ع 

للدلالة على انتماء طرف الفترة إليهاء بينما يُستعمل الرمزان ” (* أو ”) “ للدلالة على عدم انتماء طرف الفترة إليها. 

أما الرمزان ”مه“ أو ”660“ فيُستعملان للدلالة على أن الفترة غير محدودة. 


فترات غير محدودة 


استعمال رمز الفترة 
اكتب كلا من المجموعات الآنية باستعمال رمز الفترة: 


)-8,16[ 8> >16 


) 11 >2 (11,مه-) 


») 16- > دأو 5 < ند (5,60) نا [16- رمه-) 


أي تحقق من فهمك 


©2) 9< #أو 2- >2 


| 2 1- > ,> 4 8) 3--<م 


تمييز الدالك: تذكّر أن العلاقة هى قاعدة تربط عناصر مجموعة مثل 4 (المدخلات) مع عناصر من مجموعة 

مثل 8 (المخرجات)» حيث تُسمى 4 مجال العلاقة» وأما المجموعة 8 فتتضمن عناصر المدى جميعهاء وهناك أربع 

طرق لتمثيل العلاقة بين مجموعتين من الأعداد الحقيقية هي: 

1) لفظيًاه جملة تصف كيفية ارتباط عناصر المجال 
بعناصر المدى. 


مثلا: يرتبط كل عنصر من المجال بالعنصر الذي 
يزيد عليه قيمةً بمقدار 2 من المدى. 


3) بيانيًا: تحديد نقاط في المستوى 
الإحداثي تمثل الأزواج المرتبة. 


6 عدديًا: جدول من القيم أو مخطط سهمي أو 
مجموعة من الأزواج المرتبة تربط عنصرًا من 
المجال (قيمة ) بعنصر من المدى (قيمة /1©. 
مثلا: [(5 ,3) ,(4 ,2) ,(1,3) ,(2 ,0)] 


4) جبريّاه معادلة جبرية تربط بين الإحداثيين ,: 
لكل زوج من الأزواج المرتبة. مثلا: 2 + د 1 


أما الدالة فهى حالة خاصة من العلاقة. 


التعبير اللفظي : الدالة رمن مجموعة 41 إلى مجموعة 8 هي علاقة تربط كل عنصر :1 من المجموعة / 
بعنصر واحد فقط /1 من المجموعة 8. 


مثال: العلاقة من المجموعة 4 إلى المجموعة 18 


الممثَّلة في المخطط المجاور تمثّل دالة. 
حيث تمثَّل المجموعة 4/ مجال الدالة. 
المجال - (4 ,3 ,2 ,1). 

وتتضمن المجموعة 8 مدى الدالة. وزارة 
المدى - (6,8,9). 


ص0 لعنالع 6ه بمأكاما 
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كما يمكن تعريف الدالة على أنها مجموعة من الأزواج المرتبة التي لا يتساوى فيها الإحداثي : لزوجين مختلفين» 
وهندسيًا لا يمكن لنقطتين من نقاط الدالة أن تقعا على مستقيم رأسي واحد في المستوى الإحداثي . 


جدوئيًا: 

إذا قطع الخط الرأسي التمثيل 
البياني في أكثر من نقطة: 
فإن إحدى قيم < ترتبط بأكثر 
من قيمة من قيم رإ ؛ كما 
يوضح الجدول أدناه: 


اختبار الخط الرأسي 


و 


تمّثل مجموعة من النقاط في المستوى 
الإحداثي دالة إذا لم يقطع أي خط 
رأسي تمثيلها البياني في أكثر من 


نقطة. 


تحديد العلاقات التي تمثل دوال 


في كل علاقة مما يأتي؛ حدد ما إذا كانت /1 تمثّل دالةٌ في :د أم لا: 
8) تمثل قيم :رقم الطالب» وقيم /: درجته في اختبار الفيزياء. 
ترتبط كل قيمة ل :3 بقيمة واحدة ل/1؛ إذ لا يمكن للطالب الحصول على درجتين مختلفتين في اختبار واحد؛ 
لذا فإن لا تمثل دالة في + . 
4 
دوال تتكرر فيها قيم /1: 


لا يمكن أن ترتبط أكثر من 
قيمة ل/1 بقيمة واحدة لد 


في الدالة: بينما يمكن أن 
ترتبط قيمة واحدة ل /1 بأكثر 
من قيمة ل كما في المثال 
3. 


ترتبط كل قيمة ل 2 بقيمة واحدة ل/1» وعليه بما أنه يوجد خط رأسي مثل: 4 ح :2 يقطع التمثيل 
فإن 1 تمثل دالةَ فى ]3 . البيانى فى أكثر من نقطةء فإِنَ /1 لا تمثل دالةَ فى ]3 . 
0) 22-5 2ن 
كى تحدّد ما إذا كانت /1 تمثل دالةً فى 6ء حل المعادلة بالنسبة ل /1. 
- 00 المعادلة الأصلية 
2 + 5 - 2ن أضف 22 لكلا الطرفين 
ح2 + 5/< - 1 خن الجدر التربيعي لكلا الطرفين 


/1 لا تمثل دالةَ في + ؛ لأن كل قيمة من قيم +« الأكبر من 2.5- ترتبط بقيمتين ل /[» 
إحداها موجبة » والأخرى سالبة. 


0 من ذع )> 
00 تمثل قيم :< كمية الاستهلاك الشهري لأسرة من الكهرباء» أما قيم /8 فتمثل المبلغ المستحق مقابل الاستهلاك. 
08 7 0 7و 0) 62-18 + 317 
8 4 ]| 4 8- © ووهة© 
4 2021 
8 2000 
وزارة التعليح 


حه ا فعنالءع عه بمأكاصأالطا 


2021 - 3 
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مُستعملٌ (3)/ [قلآلقاللة » وبق رأ( ال::) ويعني قيمة الدالة/عند :ة . وبما أن (20)]تمثّل قيمة التي ترتبط بقيمة ند » 
فإننا تكتب: (بداكرت إن . ْ ْ 

المعادلة الدالة المرتبطة بالمعادلة 

ومح تت 1 :د6- ح (ت) زر 


يمثّل المتغير :* قيم المجال وبسمى 15]37ققاا. وبمثل المتغير لإقيم المدى وبسمى ]لكا . 


إيجاد قيم الدالة 
إذا كان 24 - د8 + 2د ح (2)/» فأوجد قيمة الدالة في كل مما يأتي: 
060)/ 
لإيجاد (6)/» عوّض 6 مكان :فى الدالة 24 - ع8 + 2ب - 20) /. 
4 برق + 2م ح (مد)كر الدالةالأصلية 


- (8)6 + 6(2) ح (6)6/ر عوّض 6 مكان* 


4 - 48 + 36 - 37 
00 - 3 
ط) «يد-ا)ر 
69 الربط مع تاريخ الرياضيات 24 برق + شر - زم الدالة الأصلية 
ليونارد أويلر (1783م-1707م) 4 - (ي4-)ة + 02ي4-) - ويه4-)ر موه ولك مقا 
عالم رياضي سويسري كتب اكثر من 4 - :32 - 1622 - 537 
0 بحث في الرياضيات؛ وهو أول ١‏ 
لاسر 0 » 4 ج+عق)/ 
4 - برق + ثيرو - )ار الدالة الأصلية 
(4 +ء8)5 + 4(2 +ع5) ح (4 + 56)/ر عوّض (56+4) مكانه 
4 - 32 + ع40 + 16 + ع40 + 2502 - فك الأقواس 4(2 + 56) و (4 + ع8)5 
4 + ع80 + 2502 - بط 
هك تحقق من فهمك 
إذا كانت ثلثم ()/: فأوجد قيمة الدالة في كلّ مما يأني: 
ه4) 1012 8ه) (دمار ©4) (8 + مدحار 


إذا لم يذكر مجال الدالة فإنه يكون مجموعة الأعداد الحقيقية» مع استثناء القيم التي تجعل مقام الكسر صفرًا أو تجعل 
مجال الدالة : ما تحت الجذر عددًا سالبًا إذا كان دليل الجذر زوجيًا. 

يمكنك كتابة مجال الدالة 
في المثال 59 بالطريقة 
المختصرة بالشكل: 
(10,7 -1 10 


تحديد مجال الدالة جبريًا 
خَدّه ميعال كل من:الدوال الآتية: 
21 
3-0 000 
تكون العبارة .,. - حك غير معرّفة إذا كان المقام صفرّاء وبحل المعادلة 0 - :7 - 2 فإن القيم المستثناة 
الي عدا 7 -» وعليه يكون مجال الدالة هو مجموعة الأعداد الحقيقية عدا 0 ح ,د 
و” - <*<ء أى [11 © 2 ,7 ع :« ,0 2« :< | <ا - 10 أو (مه ,7)لا (7 سس عة .2 
ع“ موه 


)١‏ 5-غ/ - قاع 
بما أن الجذر التربيعي للعدد السالب غير معرف؛ فيجب أن تكون 0 
مجموعة الأعداد الحقيقية الأكبر من أو تساوي 5 أي أن [11 © د ,5 < :د | ا - 12 أو (مه 00 2021 


6 


تسمية الدوال: 
يمكنك التعبير عن الدالة 
ومتغيرها المستقل 


برموز أخرى فمثلاء 
5-جعل- هار 

و5 -غ]/1- هاو 
يعبران عن الدالة نفسها. 
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» القلسب-ح ريبور 
2 


9 - كير 

تكون هذه الدالة معرّفة إذا كان المقام معٌرفَاء وقيمته لا تساوي صفراء وهذا يعني أنها معرفة عندما 
يكون 0 < 9 - 2: وعليه فإن9 < 2+ وهذا يعني أن 3< |:| ؛ لأن |:| - 1/2 » ويكون مجال 1:60 
هو [18 © ,3 < +« أو 3- > :| «) - 1 أو (مه ,3) لا (3- ,مه -) ح (آ. 


تتحفق من شهباء 
52-2 - دقواهت 52 _- 
08 ع 0 40 58) 4 0 -ح 10 5 5-7 ح )ع 


تُعرَّف بعض الدوال بقاعدتين أو أكثر وعلى فترات مختلفة » وتُسمّى مثل هذه الدوال الدوال المتعددة التعريف. 


م مثال 6 من وافع الحياة إيجاد قيم الدالة المتعددة التعريف 


طول: إذا كانت العلاقة بين أكبر معدل لطول الطفل 71020 بالبوصة» وأكبر طول لوالديه :د بالبوصة معطاة بالدالة: 


312-132 , 66 > 2 > 8 


1.62- 41.6 , 263 > <> 6 
11) -| 
22-66 , 2< 8 


فأوجد أكبر معدل لطول الطفل في كل من الحالتين الآنيتين: 
3) أكبر طول لوالديه 67 يوصة. 
بما أن 67 واقعة بين 66 و 68» فإننا نستعمل القاعدة 132 - :31 ح ()1/ لإيجاد (11)67/. 


2 - 32 ع (مج1/ تعريف الدالة في الفترة 68 > :3 > 66 
2 - (3)67 ح (11067 عوّض 67 مكان 6 
9 201-132 - بط 
بناءً على هذه الإجابة فإن الطفل الذي يبلغ أكبر طول لوالديه 67 بوصة» يكون أكبر معدل ممكن لطوله 
9 بوصة. 


0) أكبر طول لوالديه 72 يوصة. 
بما أن 72 أكبر من 68» فإننا نستعمل القاعدة 66 - 26 ح (1)20/ لايجاد (7)72 . 


6 - :23 ح )11 تعريف الدالة في الفترة 68 < :3 
6 - (2)72 ع (11072 عوّض 72 مكان د 
8 - 66 - 144 - يط 
بناءَ على هذه الإجابة» فإن الطفل الذي يبلغ أكبر طول لوالديه 72 بوصة؛ يكون أكبر معدل ممكن لطوله 
8 بوصة. 
تحقق من فهماء 
6) سرعة : إذا كانت سرعة مركبة (7)4 بالميل لكل ساعة تُعطَى بالدالة المتعددة التعريف الآتية» حيث الزمن / 
بالثواني: 
سرعة السيارة : 15 > 1 > 0 , 4 
د 5 5 5 © .وهة© 
تقان سرعة السيارة عادة 0 > 1 > 15 , 60 ح )0 26 
بالميل أو بالكيلومتر لكل 0 > + > 240 , 1500 + 61- رت 


ساعة» ويمكن أن تتغير كل 
ثانية ما لم يستعمل مثبت 
السرعة. 


1 أت ال 
فأوجد كلا مما يأتى: وزارة التعليح 


ها لعنالءع غ06 بمأكاصذالطا 


26 (05)0 8) (0)15 ©6) (245)ن 3 - 2021 
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م 0 


اكتب كل مجموعة مما يأتي باستعمال الصفة المميزة للمجموعة» 
وباستعمال رمز الفترة إن أمكن: (المثالان 2 ,1) 


1) 50 <عن 06 13- >عر 
635 4- >> عن 4 [(...,1-,2-,3-] 
5) 64 > 2< > 31- 66 19- > *«أو 21 < 2 


6 61> دأو 67 < عن 8 ك4 > :أو 86 < 2 


49 المضاعفات الموجبة للعدد 5 10) 32 < 2 


في كل علاقة مما يأتي» حدد ما إذا كانت /8 تمثل دالة في :< أم لا: (مثال 3) 


1) المتغير المستقل + يمثل رقم الحساب في البنك» والمتغير لإيمثّل 
الرصيد في الحساب. 


3) بط 4) 2 + رن - 12 

6 (16 ١/48 مح‎ )15 

1 18 (7 
0 5 


أوجد قيم كل دالة من الدوال الآتية: (مثال 4 ) 


9) 182-14 + 222 - مراع 
(5)9 
«) تداع 
©) 570 + 5)1 

0) 9 سا6 - 213- - 1107 
3) 4 
ط) (2-)] 
©) (3 + ا11)5 

21) للع 8 
(6-ا)ر 
ط) هار 
©») 24 -03/ 


ترج _- 
2 4ج بجي 0 502 


(2-)ع5 
«) (دطاع 
») (م4 - 508 


25) 4 - رلا + ة - زواعو 
(2-)عم 
ط) 5)31 
©») (2 ع ور4)ع 


0 - 5/62 )24 
:)-4© 
])20( )١ 

107 0 © 


5) مبيعات: قدرت مبيعات شركة 
للسيارات خلال خمس سنوات بالدالة: 
8 -+ :93 - 2442 ع (1)ثر. حيث 
# الزمن بالسنوات» وكانت المبيعات 
الفعلية موضحة في الجدول المجاور. 
رمثال 4) 


أوجد (1)/. 
ط) أوجد (5)/. 


©) هل تعتقد أن القاعدة (0)/ أكثر دقة في السنة الأولى» أم في 
السنة الأخيرة؟ برّر إجابتك. 


حدّد مجال كل دالة ممايأتى: (مثال 5) 


212+ د 1خ د 
د و 
8) 2م + ١/1‏ - (م)ع 29) 2 - 6ل - رارز 

50 4 2 
0) - م6 ات جك بع - ور 


2) فيزياء: يعطى زمن الدورة '7 لبندول ساعة 
بالصيغة جج/ 2 -ح '1» حيث #4 طول 
البندول» فهل تمثل 7 دالة في /؟ إذا كانت 
كذلك فحدّد مجالهاء وإذا لم تكن دالة فبيّن 


السبب. (مثال 5 ) 00 
زم نالدورة 1 
وزارة التعليم 
هن لعنالءع عه بمأكاصذالطا 
3 - 2021 
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أوجد (5-)/ وَ (12)/ لكل من الدالتين الآنيتين: (مثال 6) 


3 >2 , 3 له 4ح 
)| (3>2>8 ,3 - قمر 
8< , 322+1 
5- >« , 15- 
4 0 > 2 > 5د ,ر 6+ «ل ة- ار 
6 , 28 


5 عمل: تمثل الدالة (:2) '7 أدناه الربح (بالريال) الذي تكسبه شركة 
توزيع لأجهزة هاتف: 
0 > 2 > 0 , 2.12 
0 > ند > 7000 , 2.42 + 500 - 1 
0 > +« > 20000 , 32 + 800 
حيث + تمثل عدد الأجهزة الموزّعة» فأوجد: 
(1)50000 , (7)10000 , (1)7000 . 


معتمدًا على اختبار الخط الرأسى . حدّد ما إذا كان كل من التمثيلين الآنيين 
يمثل دالة أم لا وبرّر إجابتك. 


7 36 


8) رياضة : تتكون مسابقة رياضية من ثلاث مراحل: سباحة 
مسافة 0.41771» وقيادة دراجة هوائية مسافة 5171» وجري مسافة 
1 . فإذا كان معدل سرعة عزام في كل مرحلة من المراحل 
الثلاث كما فى الجدول أدناه: 


المرحلة | معدل السرعة 


السباحة ط/تحص4 
قيادة الدراجة ا /قحم20 
الجرى 
8) اكتب دالة متعددة التعريف تمثل المسافة (1 التي قطعها عزام 
بدلالة الزمن 4. 


0) حدّد مجال الدالة. 
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9) هندسة: يمثل الشكل أدناه دائرة مساحتها 4 ومحيطها ©. 


© 


8) اكتب المساحة كدالة فى المحيط. 


)١‏ أوجد (4)0.5 ,(4)4 مقربًا إلى أقرب جزء من مئة. 
©) ما تأثير زيادة المحيط فى المساحة؟ 


40 حسايات: تتناقص قيمة أجهزة الحاسوب بعد شرائها مع مرور 
الزمن. وتُستعمل الدوال الخطية لتمثيل هذا التناقص. فإذا كانت 
1800-01 - ( (/)0 تمثّل قيمة حاسوب بالريال» بعد 1 شهر من 
شراءه. فحدّد مجال هذه الدالة. 


ع 0-6 11 ءٍُ ع 
إوبير 140 الكل رز + مام (م)م ء حيث 0 + : لكل مما يأني : 


41 5 - زمار 02 لد - وار 


3 - 1 - - ار 4 8 + 62 - 22 - وال 


5 6+ :14- - وار 6 9س ترح (ار 


) م5 - وار 8 تح ور 


9) صناعة : في أحد المعامل الوطنية يتم صنع أغلفة بريدية متفاوتة 
الأبعاد. بحيث تكون نسبة طول الغلاف إلى عرضه من 1.3 إلى 


5» فإذا كانت أصغر قيمة لطول الأغلفة المنتجة 2515 وأكبر قيمة 
1110 » فأجب عما يأتي: 


6 اكتب مساحة الغلاف 4 كدالة فى طوله 4» إذا كانت نسبة طول 
الغلاف إلى عرضه 1.8 » ثم اكتب مجال الدالة. 


4 اكتب مساحة الغلاف 4 كدالة فى عرضه 7» إذا كانت نسبة 


© أوجد مساحة الغلاف عند أكبر طول ممكن له وأكبر نسبة بين 


طوله وعرضه. 
© ...6ه 
عر يا اد 
في كلّ من العلاقتين الآنيتين» حلما إن علقت لت لذ 59731 زر 
إجابتك. وزارة التعليح 
حل لعنالع عه بمأكاصذالطا 
0 ارا در 51) تنح ير 3 - 2021 


2) أو تمثيلات متعددة: سوف تستقصى فى هذه المسألة مدى 
الدالة عد ح () كر حيث [11. 
3) بيانيًاه استعمل الحاسبة البيانيّة لتمثل الدالة "د - (2)/ 
بيانيًا لقيم :7 الصحيحة من 1 إلى 6. 


) جدوئيًا تنبأبمدى كل دالة من الدوال التي مثّلتها في الفرع 8» 
واعرضه في جدول يتضمن قيم 711» والمدى المرتبط بكل منها. 

©) لفظيًاء خمّن مدى الدالة (0:)/عندما يكون 7 زوجيًا. 

4) لفظيًّاه خمّن مدى الدالة ()/عندما يكون 7 فرديًا. 


مسائل مهارات التغكير العليا 


3) اكتشف الخطأ: أراد كل من عبد الله وسلمان تحديد مجال الدالة 


شب - (2)مر. فقال عبد الله: إن المجال هو 
4 تر 


(60 ,2) نا (2- رده-). في حين قال سلمان: أن المجال هو 

(1 > ,2 2 « ,2- 6و 2 | «) . فأيهما كانت إجابته صحيحة؟ برّر 
إجابتك. 

(5 -1()6 َ ساك زجار باسعمات كل 
من رمز الفترة والصفة المميزة للمجموعة. أي الطريقتين تفضل؟ 
ولماذا؟ 


4) اكتب مجال الدالة 


5) تحدٌّ: إذا كانت (6)3 دالة فيها 3 - (6)3© ,2 ح (2)© ,1 ح (1)© 

6)0-2(62-1+1 
6 1 

تبرير: أي الجمل الآنية تصف الدالة المعرّفة من المجموعة ا إلى 

المجموعةآ بشكل صحيح, وأيها خاطئة» وإذا كانت خاطتة؛ فأعد كتابتها 

6) يرتبط كل عنصر من لآ بعنصر واحد من 6 . 

7) لا يرتبط عنصران أو أكثر من 76 بالعنصر نفسه من لآ . 

8) لا يرتبط عنصران أو أكثر من لآ بالعنصر نفسه من )1 . 


- (2+1)© لكل 3 < تندء فأوجد(6)6. 


اكتب: وضح كيف يمكنك تحديد الدالة من خلال: 

9) جملة لفظية تبيّن العلاقة بين عناصر المجال وعناصر المدى. 
0( مجموعة أزواج مرتبة. 

31) جدول قيم. 


2) تمثيل بياني . 
53) معادلة. 


بسّط كل عبارة مما يأتي: (مهارة سابقة) 


2 
4 - 21 68 تك و تك انا 
64) خكه 65 لغلخيدة 
( 1-2 7 224 قم 
1 
ددح 
 31/‏ لتك 1 4 27 
66( اع ار 1-710 
16 020 


2 + 1222 , 4 +11 - 6:2 
3+ +14 +2ية 2-ع +622 


حل كلا من المعادلتين الآنيتين: (مهارة سايقة) 


8 


2 1 
كيين 1ت 2 
69 ادم 


تت 
00 5 2 


د 2 


حل كلا من المتبايتنين الآتيتين: (مهارة سابقة) 


2+1 6 
721) 1>2-- ج2- 2 0ح 2 + 
3) أي العبارات الآنية صحيحة دائمًا: 
8 الدالة لا تمثل علاقة. 
8 كل دالة تمثل علاقة. 
ق كل علاقة تمثل دالة. 
0 العلاقة لا تكون دالة. 
4) أي مما يأتى يمثل مجال الدالة: 
35لاو وير 
2-5 
م عع 
8 3-: 
3 
ف 2-5 
8 © ...6ه 
2 2+5 ع ب يك سام 
وزارة التعليح 
ها لعنالءع عه بمأكاصأالطا 
3 - 2021 


الدرس 1-1 الدوال ‏ 17 


درست الدوال وكيفية إيجاد 
قيمها. (الدرس 1-1) 


لالإن كن 

* أستعملٌ التمثيل البياني 
لتقدير قيم الدالة» 
وإيجاد مجالهاء ومداهاء 
ومقطعها /1» وأصفارها. 

* أستكشف تماثل منحنيات 
الدوال؛ وأحدد الدوال 


الزوجية والدوال الفردية. 


التماثل حول مستقيم 
لاع لالد عمنا 
التماثل حول نقطة 
نااك لمم 
الدالة الزوجية 

01 انا معاع 

الدالة الفردية 

00 انا 000 


68 الفصل1 تحليل الدوال 


الا 9:00 6/12/19 


البملاذ)! (5 
تُولي المملكة أهمية متزايدة للقطاع الصحيء وينعكس ذلك 
على الميزانية المخصصة له. فمثلًا يمكن تقدير مخصصات 
الصحة والهلال الأحمر (بمليارات الريالات) خلال الفترة 
من ( 1440 - 1433 ) ه بالدالة: 


تحليل التمثيلات البيانية للدوال والعلاقات 


75 2 300 1005أعضنط 01 كام13) عماعلإ ححصم 


رابط الدرس الرقمي 


3ع .داع .للالثالالا 


8>: >1 , 14.07 + ::0.5654- 0.3079::2 + 0.0145::3 + 0.0015:4- - )ل 


حيث تمثل :: رقم السنة منذ عام 1433ه . ويساعدك التمثيل البياني لهذه الدالة على فهم العلاقات بين المتغيرات في 
هذا الموقف الحياتي. 


تحليل التمثيل البياني للدالة: التمثيل البياني للدالة /رهو مجموعة 
الأزواج المرتبة (0:)/,:) » حيث :: أحد عناصر مجال /. وبمعنى آخر فإن 
التمثيل البياني للدالة /) هو منحنى المعادلة (2)/ - /[. ومن ثم تكون القيمة 
المطلقة لقيمة الدالة مساوية طول العمود الواصل من نقطة على المحور 
إلى منحنى الدالة» كما هو موضح في الشكل المجاور. 


تعمل الفسطيل البباني للدالة قي كدير مخ الألجيان لتقادير قيم الدآلة: 


مخصصات : استعمل التمثيل البيانى المجاور للدالة /ر 
الواردة فى فقرة "لماذا؟" للإجابة عما يأتى: 


0 


4 


مثال 1 من وافع الحياة 


تقدير قيم الدوال 
مخصصات الصحة والهلال اللأحمر 


قذّر قيمة المخصصات سنة 1438 ه ‏ ثم تحقّق 
من إجابتك جبريًا. 

السنة 1438 ه هى السنة السادسة بعد 1432 ه. 
لذا تُقدّر قيمة الدالة عند 6 -: ب 23 مليار ريال 
وعليه تكو المخصضات يننة 1438هعى 

3 مليار ريال تقريبًا. ْ 
وللتحقّق من ذلك جبريّاء أوجد قيمة (6) 
بالتعويض في الدالة. 

+ 0.0145)6(3 + 0,00150)6(4- ح (6)/ 

5 مه 14.07 + (0.5654)6 - 0.3079)6(2 


لذايُعدٌ التقريب 23 مليارًا باستعمال التمثيل البياني معقولًا. 


المخصصات (يملياراتا 


يالات 


( 


8 267 5 4 3 
السنوات منن 1432ه 


قدّر السنة التي كانت فيها قيمة المخصصات 15 مليار ريال ثم تحقَّق من إجابتك جبريًا. 
يبي التمثيل البيانى أن قيمة الدالة تكون 15 مليارًا عندما تكون قيمة ‏ قريبة من العدد 3» لذا تكون 
المخصصات 15 مليارًا فى سنة 1435 ه . وللتحقق جبريًا أوجد (3)/. 
ويه © .وه© 
٠ : : :/3[ 5 50.0015)3(4 + 0.0145)3(7 + 0.307903(2 - 0.5654)3( + 1407-1-9‏ ** 
لذا تعد السنة التقريبية 1435ه معقولة. ا 
وزارة التعليح 


دهن معنالءع عه بمأكاصذالطا 


2021 - 3 


18 00ص18-27.1 


اختيار التدريج المتاست: 
اختر تدريجًا مناسبًا لكل من 
المحورين /1 ,2 للتمكن من 
رؤية منحنى الدالة بوضوح . 
لاحظ اختلاف التمثيل الظاهر 
للدالة 206 - كير - )ا 


أدناه. 


تروك ام 


تحقق من فهماء 

1) استثمار: تمثل الدالة: 20 > 4 > 0 ,31 + 8.64 - 1.7702 + 0.1143 - 0.00244 ح (0) 0 تقديرًا 
لاستثمارات أحد رجال الأعمال فى السوق المحلية؛ حيث (7)0 قيمة الاستثمارات بملايين الريالات فى 
السنة ©. 1 1 


قيمة الاستثمارات (بملايين الريالات) 
دن دم هم 
5 حم مه 


قحو 
دم 


له ه66 


0 18 16 14 12 10 8 6 4 2 
السنوات 


5 


8) استعمل التمثيل البياني لتقدير قيمة الاستثمارات في السنة العاشرة. ثم تحقق من إجابتك جبريًا. 
8) استعمل التمثيل البياني لتحديد السنوات التي بلغت فيها قيمة الاستثمارات 30 مليون ريال. ثم تحقق من 


لاعس اتمعبال نيص الدالة على تقدير قرمهاة نج المكق انال لإيجاد مجال الدالة ومداها. شيف يعد 
منحنى الدالة ممتدًا من طرفيه إلا إذا حُدَّد بنقطة أو دائرة. 


إيجاد المجال والمدى 

أوجد مجال الدالة/ ومداها باستعمال التمثيل البياني المجاور . 

المجال: 

» تدل النقطة عند (10- ,8-) على أن المجال يبدأ عند 8- ح 2 . 

. تدل الدائرة عند النقطة (4 4-) على أن 4- > :2 ليست في مجال /. 

٠.‏ يدل السهم على الجهة اليمنى من المنحنى على استمرارية المنحنى من اليمين 


دون حدود (دون توقف). 


مما سبق يكون مجال الدالة ثم هو (مه ,4-) لا (4- ,8-] . وباستعمال الصفة المميزة للمجموعة يكون المجال 
هو لآ » :د ,4- غو 2 ,8-< 2 | نذا . 


المدى: 
إن أقل قيمة للدالة هى (8-)/ أو 10- 2 وتزداد قيم (3)/ بلا حدود عندما تزداد قيم 1» لذا فإن مدى الدالة / هو 
(6ه ,10-] . 


تحفق من شهياء 


228 228 


.وهة© 
ع. .*ىم.موهة 
وزارة التعليح 
دهن فعنالع عه بمأكاصذالطا 
- 3 - 2021 
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النقطة التي يتقاطع عندها المنحنى مع المحور :: أو المحور /1 تسمى المقطع من ذلك المحور. ويمكن الحصول على 
المقطع :: بتعويض 0 ديزن جاده الذالة: كما مك السصول على البيقطع إل[ بالتعويض عن 0 -1 في معادلة الدالة. 
وبشكل عام فإنه ليس من الضروري أن يكون للدالة مقطع ::» وقد يكون هناك مقطع :: واحد أو أكثرء وأما بالنسبة للمقطع 
فإن للدالة مقطع واحد على الأكثر. 


ثلاثة مقاطع من المحور :1 


ولإيجاد المقطع /3 لمنحنى الدالة 6رجبريّاء فإننا نوجد (0)/. 


استعمل التمثيل البياني لكل من الدالتين أدناه؛ لإيجاد قيمة تقريبية للمقطع /[» ثم أوجده جبريًا: 


تدريج المحورين /1, 3: 6 1 ك4 1 
إذا لم يظهر التدريج على 223+4- -0)ر 
المحورين /1 ,7 في التمثيل 3 
البياني» فذلك يعني أن 1- 5-ها-0مو) 
التدريج بالوحدات. 9 0 
انظر المثال 320: 
1 4 2 0 
3 
2 
التقدير من التمثيل البياني: التقدير من التمثيل البياني: 
يتضح من الشكا أن (2)/ يقطع المحور /1 يتضح من الشكل أن(8)3 يقطع المحور 
عند النة لنقطة (1 +1 ,0) تقريبّاء وعليه فإن المقطع 1 عند النقطة (4 ,0) » وعليه فإن المقطع /1 
هو 4. 
الحل جبريًا: 


أوجد قيمة (8)0. 


4 -1-(5- م - (0)ع 


أي أنا قطع /1[هو 4 
تسمية المحورين في 
التمثيل البياني: 
عندما تُسمي المحورين في 
التمثيل البياني؛ فإن المتغير 8) 7 
الذي يدل على المجال يكون 8 
على المحور 32» والمتغير 1 
الذي يدل على المدى يكون 6 جلا ح (عم)ر1 
على المحور /1 . ويمكن أن 
0 +5 | 4 | إ0)] 4- 8- 
من المجال والمدى. ولكن 1 
للتسهيل نسمي عادةٌ المحور 8 5ه لك 
الأفقي 3 والرأسي /1. ا» ا 0 
وزارة التعليم 
تسمى المقاطع لمنحنى الدالة أصفار الدالة» وتسشمين حلول المعادلة المرافقة فقة للدالة جذور المعادلة . ولإننجاد أهكفهان :ءا 
دالةثر» فإننا نحل المعادلة 0 -() / بالنسبة للمتغير المستقل. 3 - 2021 


0 الفصل1 تحليل الدوال 


الاظ 8:42 03/03/2020 


تماثل العلاقات والدوال: 
يكون التماثل حول 


المحور للعلاقات فقط . 
أما التماثل حول المحور 
ونقطة الأصل فيكون 
للعلاقات والدوال. 


إيجاد الأصفار 


استعمل التمثيل البياني المجاورء الذي يمثل الدالة 15 - :د + 22:2 ع (2) / 


لإيجاد قيم تقريبيّة لأصفارهاء ثم أوجد هذه الأصفار جبريًا. 


التقدير من المنحنى : 


يتضح من التمثيل البياني أن مقطعي المحور :« هما 3- وَ 2.5 تقريبًا. 


لذا فإن صفري الدالة / هما 3- 2.5 
الحل جبريًا: 

0 -15-ج +222 

0 - (3 + ع)(5 -ع2) 
0 - 22-5 أو 


ع 


1-5 أو 


2+3 0 


8ح حي 


ضع 0 - )1 

حثل 

خاصية الضرب الصفري 
حل كل معادلة 


1 )0- 222+ +-5 


أي أن جذري المعادلة 0 - 15 - ند + 2:2 هما 3- و 2.5 وهما صفرا الدالة /. 


)48 


41-1 


اختبارات التماثل 


اختبار التمثيل البياني 
يكون تمثيل العلاقة البياني متماثكٌ 
حول المحور «:» إذا وفقط إذا تحقق 
الشرط التالي: إذا كانت النقطة (/1 ,:3) 
واقعة على التمثيل البياني» فإن النقطة 
(- ,ند) تقع عليه أيضًا. 


يكون تمثيل العلاقة البياني متماثل 
حول المحور 21 إذا وفقط إذا تحقق 
الشرط التالي: إذا كانت النقطة (/1 ,:3) 
واقعة على التمثيل البياني » فإن النقطة 
1 ,-) تقع عليه أيضًا. 


يكون تمثيل العلاقة البياني متماثل 
حول نقطة اللأصل» إذا وفقط إذا تحقفق 
الشرط التالي: إذا كانت النقطة (1 ,:3) 
واقعة على التمثيل البياني » فإن النقطة 
(/- ,د-) تقع عليه أيضًا. 


100 


التماثل: يوجد لتمثيلات العلاقات البيانية نوعان من التماثل: التماثل حول مستقيم » حيث يمكن طي الشكل على 
المستقيم لينطبق نصفا المنحنى تمامّاء و التماثل حول نقطة أي إذا تم تدوير الشكل بزاوية قياسها 1807 حول النقطة 
فإنه لا يتغير. وفيما يأتي تلخيص لأهم أنواع التماثل: 


الاختبار الجبري 


إذا كان تعويض/1- مكان /! 
يعطي معادلة مكافتة . 


إذا كان تعويض - مكان : 
يعطى معادلة مكافتة . 


إذا كان تعويض 12- مكان 36 
©6 6©#© 
5 ِ . له 
8 4 مجان 9.1 يعفاي «حاد 
وزارة التعليح 


ره معنالع 06 بم اكا مالا 
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1 0لصا.18-27 


اختبار التماثل 


استعمل التمثيل البياني لكل من المعادلتين الآتيتين لاختبار التماثل حول المحور :: والمحور /1 ونقطة الأصل. 
عزز إجابتك عدديّك ثم تحقق منها جبريًا. 


التماثل: 


من الممكن أن يكون للتمثيل 
البياني الواحد أكثر من نوع 


تماثل. 
2-2-1 12-1 حو “و8 
التحليل بيانيًا: 3< 1 
يتضح من التمثيل البياني أن المنحنى متماثل حول المحور : ؛ لأنه لكل نقطة << :| 12 | 8 |] 6 
(/23,1) على المنحنىء فإن النقطة (/1- ,3) تقع أيضًا على المنحنى. 4 
0-1 8 
التعزيز عدديا: 


يبين الجدول أدناه وجود تماثل حول المحور 2 : 


التحقق جبريًا: 
بما أن المعادلة 1 - 2(-) - ند تكافىئ 1 ح 1/2 - ين فإن المنحنى متماثل حول المحور 3 . 


)١‏ 4 -ع ناد 


التحليل بيانيًا: 4 


يتضح من التمثيل البياني أن المنحنى متماثل حول نقطة الأصل؛ لأنه لكل نقطة /*8 | جح 0 7 
(/1 ,:2) على المنحنى» فإن النقطة (/3- ,2-) تقع أيضًا على المنحنى. ِ 


التعزيز عدديًا: 


يبين الجدول الآتي وجود تماثل حول نقطة الأصل: 


-8 


-5 
)-8,-0.5( 


التحقق جبريًا: 
بما أن المعادلة 4 - (/-)(-) تكافىئ 4 ح /ندء فإن المنحنى متماثل حول نقطة الأصل. 


58 
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رلل 
وزارة التعليح 
حا لعنالءع عه بمأكاصذالطا 
3 - 2021 


2 الفصل1 تحليل الدوال 


يمكن أن تتماثل منحنيات الدوال حول المحور /1 فقط أو حول نقطة الأصل فقط؛ ولهذين النوعين من الدوال اسمان 
خاصان. 
الدوال الروجية والدوال الفردية 


الاختبار الجبري 


تسمى الدوال المتماكلة حول المحور /1 81135801 الازواكتلة. لكل ند في مجال [» فإن ()/ - (د-) ]. 


تُسمى الدوال المتماثلة حول نقطة الأصل الدوال الفردية. | لكل :دفي مجالث/: فإن 00/- ح (-)مر. 


تحديد الدوال الزوجية والدوال الفردية 


استعمل الحاسبة البيانية لتمثل كل دالة مما يأتي بيانيً. ثم حلّل منحناها لتحدّد إن كانت الدالة زوجية أم فردية 
أم غير ذلك. ثم تحقق من إجابتك جبريًا. 
عد - ثم ح وام 
يتضح من التمثيل البياني أن الدالة متماثلة حول نقطة الأصلء لذا فهي 
دالة فردية» وللتحقق من ذلك جبريًا نجد: 


-)2 - 03) - مسال عض م مكان /ه 
2 + 3و - نسشظ 
(2 -3)- - خاصية التوزيع 
1/0 - الدالة الأصلية 22 - 3م - (0)/ 


أي أن الدالة فردية؛ لأن ()/ل- ع د-)/. 

)١‏ 2+ :مح وار 
يتضح من التمثيل البياني أن الدالة متماثلة حول المحور //» لذا فهي 
دالة زوجية» وللتحقق من ذلك جبريًا نجد: 


2+ 24) - وار عوّض ند- مكان :2 
4+2 - بسّط 
1)0- الدالة الأصلية 2 + 4 ح (2) 3 


أي أن الدالة زوجية؛ لأن )ترح د-)م/. 


©») و3 - شر 0.5 - يو ع وا 


الدوال الزوجية والدوال يتضح من التمثيل البياني أن الدالة ليست متماثلة حول المحور /1 وليست 


الفردية : 8 8 
قد تُظهر لك بعضن متماثلة حول نقطة الأصلء وللتحقق من ذلك جبريا نجد: 


ب ا م )3 - 2 )0.5 - 3) - (#-)/ عوض - مكانة 
والحقيقة غير ذلك؛ 

عليك التأكد من التماثل عرق + 2ير0.5 - 3 - مسلط 

جبريًا في كل مرة. 


وبما أن :3 + 0.512 + 3 ع )لت 
فإن (:) / ع (:- عر وكذلك )ل عو (:د-) ل 
لذا فالدالة ليست زوجية وليست فردية. 


هه ا مومهم 


تحقق من فهمك 


2ش - نت 3 _ اولادعن لاك اص [ا/ا 
ظ 60) 9 1 8) ت/ح4 - (د)ع )6 عر ث2 ات 0 ره 
23 
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72خ 0 


استعمل التمثيل البياني لكل دالة مما يأني؛ لتقدير قيمها المطلوبة» ثم تحقق 
من إجابتك جبريًا. وقرّب الناتج إلى أقرب جزء من مئة إذا لزم ذلك: 


رمثال 1) 
4 0 2( 1 
0 + دلق ح ونج أل 44 2+اعا وام 
/ 36 8 
28 4 
20 


:د8 | 4 0 4-) 8- 


0 8 | 16 | 24 | 22 


3 (6)ى )(12)ج © (19)؟5 


© (8-ا)عو () (3دا)و 


5)0( )»© 


3 


1 


2>2 3- / - لام 


8 (6-)2 () (2)2 © (9)ر2 ) (2-)ر 5) (0.5)م/ » (1)ر 

5) مياه: إذا كانت كمية المياه المحلاة في محطة الخبر (بملايين 
المترات المكعبة) فى الفترة ( 1431ه إلى 1437ه ) معطاة بالدالة 
7 ل :25.35 + 2بر2.28 - 3بر0.3395 - 0.0509:4 - تار 
حيث تمثل « رقم السنة منذ عام 1430 ه . (مثال 1) 


كمية المياه المحالاة 2 محطة الخبر 


الكمية ( بملايين المتراتا 


بة) 


0 


8 7 56 4 3 2 1 
السنوات منن 1430 ه 


8) قذر كمية المياه المحلاة في سنة 1435 ه باستعمال التمثيل 
البياني. 

) أوجد كمية المياه المحلاة في سنة 1435 ه جبريًا 
إلى أقرب جزء من عشرة. 

4 للرابية قي كات كي الجا الميوا”: ه211 ابر بر 


مقرّبًا إجابتك 


24 الفصل1 تحليل الدوال 


استعمل التمثيل البيانى للدالة :فى كل مما يأنى لإيجاد كل من مجال 


الدالة ومداها. (مثال 2) 

7 1 66 

(د) 1 - را 

2 0 
6 1 9 1 
10 
)د رن 
12 0 
3 0 


0) هندسة: أجريت اختبارات على الخصائص الفيزيائية لعينات من 
أربع قطع معدنية؛ حيث أخضعت لدرجات حرارة سيليزية مختلفة. 
فإذا كانت الطاقة المخزنة أوالممتصة في العينة خلال الاختبار مقاسة 


بالجول ([) كما هو موضًح في الشكل أدناف فأجب عما يأتي: 
رمثال 2) 


تتائج اختبار خصاتص ال مواد 
]| 
تحاس 


ألومنيوم 
زنك 


فولاد 
0 م 
0+ 100 50 0 0 100- 150- 
الحرارة 20 


8) أوجد المجال والمدى لكل دالة. 


) استعمل التمثيل البياني لتقدير الطاقة المخزنة في كل معدن عند 
الصفر السيليزي. 


استعمل التمثيل البياني لكل دالة مما يأني؛ لإيجاد مقطع المحور /1» 
وأصفار الدالة» ثم أوجد أصفار الدالة جبريًا: (المثالان 3,4) 
11) 12( 


20 
تر وما 
[ |9رزارة التعليح 
دهن فعنالع عه بمأكاصاالطا 
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© »© 
© © هآئة 


-3 


13 


(15 


32 


3+2 - ترح ور 


)14 


(16 


21-:- تيم - )مر 


6عد عوك عد توح )2 


> والمجور وله الأميل. اديه 7 تحقق منها 


خبريًا: (مثال 5) 


(7 


(19 


21 


23 


18 


)0 


22 


)24 


6 
36) + 42 - 16) - 3(2 - 6 


الحاسبة البياتية: استعمل الحاسبة البيائيّة لتمثّل كل دالة مما يأتي 


ثم حلّل منحناها لتحدّد إن كانت الدالة زوجية أم فردية أم غير ذلك. 


0 . واذا كانت الدالة زوجيّة أو فردية فصف تماثل 


منحناها: 


رمثال 6) 


5) 10 + 2م + 22 - كر 26) 4 5 + 23 - ال 


27 6+ ند/ة - وداع 
9) إثعز - جار 


8) |2 - 8] ح دز 


- تع 


51) استعمل التمثيل البياني للدالة/ لتقدير قيمها المطلوبة: 


0 0 


4 


عدة || 4 0 4-) 8- 


0 


8 (2-)ر ار » 7220 


2) مبيعات: إذا كان عدد أجهزة التبريد التي باعها محل للأجهزة 
الكهربائية مقدرًا بالآلاف خلال الفترة من 1432ه إلى 1436ه 
يُعطى بالدالة 1.2 + بد0.5 + 0.5::2 ح ()11» حيث :2 رقم السنة 
منذ 1432 ه . 


أجهزة التبريد التي باعها محل 
0 


1 


ُ 
3 
: 
2 
له 
ص 
3 
0107 


جم 
6 


م6 ح6 حر دمر هك 
و22 


7-- حبر 
دن 
دم 


ج142 00 


0 
الككيو غ1 


لك 


3 742 


اكتب مجال الدالة» ثم قرّبٍ مداها . 


استعمل المنحنى لتقدير عدد الأجهزة المبيعة سنة .1434ه .ثم 
أوجد ذلك جبريًا. 


استعمل المنحنى لتقدير قيمة المقطع /1 للدالة ثم أوجده جبريًا. 
ماذا يمثل المقطع /! 9 

هل لهذه الدالة أصفار؟ إذا كانت الإجابة نعم» فأوجد قيمة 
تقريبية ة لهذه الأصفار» وفسّر معناها. . وإذا كانت الإجابة لا 


فوضًح السبب. 0 


وزارة التعليح 
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3) دوال: إذاكانت "2ح («)ر حيث 11 © 1 فأجب عن الأسئلة الآتية: 
8) استعمل الحاسبة البيانيّة لتمثل (3)/ بيانيًا لكل قيمة من قيم 7 
في الفترة 6 > 7 ك> 1. 
ط) اكتب المجال والمدى لكل دالة. 
©) صف التمائل لكل دالة. 
4) تنبا بمجال الدالة 35 ح (3)لر» ومداهاء وتماثلهاء 
ثم برر إجابتك. 


د 7 ل دير65. 96 - تير3.45 + ثرة.0 - (د)ر 


8) استعمل الحاسبة البيانيّة لتمثل الدالة بيانيًا . 
ه) اكتب المجال المناسب للدالة» وفسّر إجابتك. 
») ما أكبر عدد من ملجرامات الدواء يكون موجودًا في دم المريض 
وفق هذه الدالة؟ 
الحاسبة البيانيّة : مثّل كلا من الدوال الآنية بيانيّاك وحدّد أصفارهاء 
ثم تحقق من أصفار الدالة جبريًا: 


65 لمحكة - ومر 56 00 دور 
2 + ع« /21 ح )1 


استعمل التمثيل البياني للدالة # لتحدد مجالها ومداها في كل مما يأتي: 
9 1 


8 
3 15 
4 


7 8- 8 ٍِ + 12- - )ع 


3) صف تماثل منحنى مسار المذنب. 


0) استعمل التماثل لتمثيل منحنى العلاقة. 
©») إذا مر المذنب بالنقطة (1/5 ,2)؛ فعيّن ثلاث نقاط أخرى يجب 


6 الفصل1 تحليل الدوال 


2) أسهم: افترض أن النسبة المئوية للتغير في سعر سهم خلال سنة 
واحدة تعطى بالدالة : 
4 -+ :1.014 - 0.2432 + 0.0193:3 - 0.0005:4 - دام 
حيث 2 رقم الشهر بدءًا من شهر يناير. 
8) استعمل الحاسبة البيانية لتمثل الدالة بيانيًا. 
«) أوجد مجال الدالة» ثم قذّر مداها. 
©») استعمل المنحنى لتقريب قيمة المقطع /[» وماذا يمثل؟ 


3) أي تمثيلات متعددة: سوف تستقصي في هذه المسألة مدى قيم 
الداله جل - ر () [عندما تقترب 2 من العدد 2. 

6 د انقل الجدول الآتي إلى دفترك. وأضف قيمًا أخرى 

للمتغير :* إلى يمين العدد 2 وإلى يساره. ثم 


أكمل الجدول. 


) تحليليًا: معتمدًا على جدولك. ما القيمة أو القيم التي تقترب 
منها الدالة عندما تقترب 2 من العدد 2؟ 
©») بياتيًا مثل الدالة بيانيًا. وهل يؤكد التمثيل البياني تخمينك 
في الفرع ط؟ وضح إجابتك. 
4) لفظيًاه حمّن القيمة التى تقترب منها الدالة من خلال التمثيل 
البياني في الفرع © ووضح إجابتك . 
الحاسبة البيانيّة: مثّل كلّا من الدوال الآتية بيانيّاه ثم حلل منحناها 
لتحدّد ما إذا كانت الدالة زوجية أم فردية أم غير ذلك. 
4) 16 + 173 - قير د رارز 45) 6دم - شرع وال 
6) 4 + كير - (ج)ر1 47) ”و - (وار 
8) 81 + 2جق + ثح - )ع 2 49) عد + معه - 5ع - روار 


مسائل مهارات التغكير العليا 


مساكة مقشوحة. مثل رياكًا متحت + يحقق الشروط في كل حالة مما يأتي: 

0) منحنى يمر بالنقاط (1 ,8-) ,(2 ,5-) ,(4 ي4-) ,(8 ,3-)ء 
ومتماثل حول المحور /1. 

1 منحنى يمر بالنقاط (24 ,4) ,(12 ,3) ,(6 ,2) ,(0 ,0) » ومتمائل حول 
المحور 32 . 

2) منحنى يمر بالنقاط (3- ,1-) ,(9- ,2-) ,(18- ,3-) . ومتماثل 
حول نقطة الأصل. 

3 منحق يمر بالتقاط (8- ,8) ,(12- ,6) ,(4,2-016] و يمد سال وووجية. 

4) اكتب: وضّح لماذا يمكن أن يكون للدالة 0 أو 1 أو أكفزارقمقاظع_ليح 


6 بينما يوجد لها مقطع /1 واحد على الأكثر. صم معسلع عه وماكأطتيا 
3 - 2021 


5 2 
5 تحذ: أوجد مجال الداك ‏ 22-1+3-2 
12 - 2بي4 - تير 


برّر إجابتك» ثم تحقق منها بيانيًا. 


- )ل ومداها. 


تبرير: أى العبارات الآنية صحيحة, وأيها خاطئة. برّر إجابتك. 


6) مدى الدالة 111:2 - (3)/[» حيث 11 عدد صحيح» هو 
1 ,0 < 7 | اا 


7) مدى الدالة اود ح- دمل حيث 11عدد صحيح» هو 
لكاء ,0 < 1 أ 


8 جميع الدوال الفردية متماثلة حول المستقيم 2- - 1. 

9) إذا دارت دالة زوجية 71807 حول نقطة الأصل» حيث 7 عدد 
صحيح. فإنها تبقى زوجية. 

تبرير: إذا كانت (4)3 دالة فردية» فحدّد ما إذا كانت الدالة ()5 فردية» 

أم زوجية» أم غير ذلك في كل مما يأتي» وبرّر إجابتك: 

0 (-)م ع )0 

1 ()ه- -ح (ند) 

2) 0012)م] - ضناط 

63 (:|)ه - )0 


4) 0[7م)م] - وماط 

تبرير: هل يمثل المنحنى المعطى تماثله في كل مما يأتي دالة دائمًا أم 
أحيانًا أم لا يمثل دالة؟ وبرّر إجابتك. 

5) متمائل حول المستقيم 4 - :«. 

6) متمائل حول المستقيم 2 ح /1. 

7) متمائل حول كل من المحورين /3,1. 


8) اكتب: وضًح لماذا لا تكون العلاقة المتماثلة حول المحور: دالة. 


0 
أوجد القيم المطلوبة لكل دالة مما يأتي: (الدوس 1-1) 


9) 3 + 102 - 22 - وتو 


5) 3 
مداع‎ )١ 
501 + 37( )© 


2 + 23 
0 ث2 - مر 
( 6 [69 


(03م7 
0) (تممم 
©) (1 + مام 


011 7س برك + 222 (نر)ر1 
(9-)ر 
ط) (3)! 
© 7 + 1102 


أوجد مجال كل دالة من الدوال الآتية (الدرس 1-1) 
2) 1/2 سشيوت 0 

عت 
05 2 - ور 


4 32-18 - ار 


بسّط كلا مما يأتي: (مهارة سابقة) 


1 5 
5) 273 6) 646 
1 3 
77) 2 49 8) 4 16 
3 كب 
9) 252 0 2 36 


1) إذا كان 7 عددًا حقيقيًا أكبر من 1» فأوجد قيمة :: بدلالة # فى الشكل 


أدناه. 
0 
1 
9 
م 2-1ل/ © 1+ يه 
8 1- ره 0 1-م, 


2) ما مدى الدالة 1 + 2 ح (د)ثر» إذا كان مجالها 3 > < > 2 ؟ 


9> (20)/ > 5 © 9> هر > 1 

8 10 > هر > 5 0 مامه زجي > 5:1 : 
وزارة التعليح 
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درست إيجاد مجال الدالة 
ومداها باستعمال تمثيلها 
البياني. (الدرس 1-2) 


زولا ار ره 

5 استممل النيانات للتحفق 
من اتصال دالة: وأطبقٌ 
نظرية القيمة المتوسطة 
عل الدوال المتصلة. 
أستعمل النهايات لوصف 
سلوك طرفي التمثيل 
البياتي لدالة. 


الدالة المتصلة 

1 اناا 5لا0نا تلام 

النهاية 

امنا 

الدالة غير المتصلة 

10 انا 5نا0نا امم 5ال 

عدم الاتصال اللانهائي 
/لأأنامتاممعكال عالمااما 

عدم الاتصال القفزي 
/أأنامأأممءذال ملناز 

عدم الاتصال القابل للإزالة 
/إأأنامتأممعال عاطهنامممعم 
عدم الاتصال غير القابل 
للوزالة 

/إأأنامتاممعال عاطهنامممع ممم 


سلوك طرفي التمثيل 
البياني 


؟مالاتلاعط لمع 


28 الفصل1 تحليل الدوال 


الام 9:02 6/12/19 


الملادا زه 


الاتصال والنهايات 


كألمانا 300 /إااناماامم») 


بمناسبة الافتتاح» قدّم مركز للتموينات بطاقات خصم للمتسوقين وفقًا لقيمة 


مشترياتهم كما هو مبين في التمثيل البياني المجاور. يتضح من التمثيل البياني 


أن هناك نقاط انقطاع (قفزات) عند بعض القيم كما هو الحال عند 


. 2-600 , 2- 0 


الاتصال: تكون الذالة متصلة إذا لم يكن في تمثيلها البياني أي انقطاع أو قفزة. وعليه 


يمكنك تتبع مسار المنحنى دون أن ترفع القلم عنه. 


إن أحد شروط اتصال دالة مثل (©:)/عند © > 6 هو أن تقترب قيم الدالة من قيمة واحدة 


دون الحاجة إلى الوصول إلى تلك القيمة يُسمى النهاية. 


التعبير اللفظي: إذا كانت قيمة الدالة ()/ تقترب من 


قيمة واحدة .1 عندما تقترب 1 من © من 
الجهتين؛ فإن نهاية (3)/ عندما تقترب 3 


من © هي .[آ . 


نقول: إن .1 - (00)/ 1180 وتُقرأ نهاية 
الدالة ()/ عندما تقترب 7 من © هي ,1  .‏ 3 


رابط الدرس الرقمي 


: ال 


3ع .لاع أ.للالثالالا 


الخصم يع مركز التموينات 


١ 


هم 


اكت 


120015001800 900 600 300 
قيمة المشتريات (بالريال) 


(بالريال) 


34 ولد © 32 31 
الابما 


سد 


إن التمثيل البياني للدالة غير المتصلة يساعدك على فهم المعنى الجبري للاتصال. وفيما يأتي ملخص لأهم حالات 


عدم اتصال الدالة: 


أنواع عدم الاتصال 


للدالة عدم اتصال لانهائي عند 
© - #2 إذا تزايدت قيم الدالة أو 


تناقصت بلا حدود عندما تقترب 
من © من اليمين أو اليسار. 


للدالة عدم اتصال قفزي عند 

© ح ندإذا كانت نهايتا الدالة 
عندما تقترب 2 من © من 
اليمين ومن اليسار موجودتين» 
ولكنهما غير متساويتين. 


للدالة عدم اتصال قابل لازالة 
عند © - 2 إذا كانت نهاية الدالة 
عندما تقترب :1 من 20 موجودة: 
ولاتساوي قيمة الدالة عند 

© > ؛ ويشار ليها بدائرة 
صغيرة (0) غير مظللة؛ لتعبر 
عن عدم اتصال عند هذه النقطة. 


-- 


دهن معنالع عه بلأأكاصاالطا 
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28-37.1000 8 


تقودنا الملاحظات السابقة إلى اختبار الاتصال الآني: 


اختبار الاتصال 

النهايات: 
إن وجود قيمة للدالة 30 / 
عند 6 د د أو عدم وجودهاء 
لا يؤثر في وجود نهاية « ()/ معرّفة عند ©» أي أن (©)/ موجودة. 
للدالة (3)/ عندما تقترب 
من 06 « ()/ تقترب من القيمة نفسها عندما تقترب 3 من 2 

من الجهتين. أي أن(3)/ 11121 موجودة. 


معن 


يقال: إن الدالة ()/ متصلة عند © - 2إذا حققت الشروط الآتية: 


٠‏ ارح واريسنا. 


التحقق من الاتصال عند نقطة 
حدد ما إذا كانت الدالة 1 - :3 - 222 ح (2)/ متصلة عند 2 ح 22 . بر إجابتك باستعمال اختبار الاتصال. 
تحقق من شروط الاتصال الثلاثة. 


1) هل (2)/ موجودة؟ 
1 ح (2)رء أي أن الدالة معرفة عند 2 ع 3 . 


جداول: 

لإنشاء جدول باستعمال 
الحاسبة البيانية 
11-515 أدخل الدالة 
إلى الحاسية باستعمال 
قائمة (5)؛ ثم اختر تطبيق 
القوائم وجداول البيانات 
قيم < للاقتراب من قيمة 


محددة . 


2( هل (0)/ حصنا موجودة؟ 


كوّن جدولَا يبين قيم (3)/عندما تقترب * من 2 من اليسار واليمين. 


يُبيين الجدول أنه عندما تقترب قيم :* من 2 من اليسار ومن اليمين» فإن قيمة (:)/رتقترب من 1» أي أن 
1- تر يمنا , 
امداخ 


هل (2)/ - نامر يمنا ؟ 


بما أن 1 - ()/ر يسنا » 1 ح (2) [» نستنتج أن (2)/ - (:0/ 112 » إذن الدالة متصلة عند 2 ح :. ويوضح 
منحنى الدالة (:) /رفى الشكل 1.3.1 اتصال الدالة عند 2 ع 22 . 


أْ تحقق من همك 
حدد ما إذا كانت كل من الدالتين الآتيتين متصلتين عند 0 - 2 . برّر إجابتك باستعمال اختبار الاتصال: 


1 
م ثدح ور 08 7550 * عم يقد 
ا ل سي اه 
وزارة التعليح 
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إذا لم يتحقق أي من شروط الاتصال عند نقطة معينة تكون الدالة غير متصلة عند تلك النقطة» فاختبار اتصال الدالة 
يساعدك على تحديد نوع عدم الاتصال عند تلك نقطة. 


تحديد نوع عدم الاتصال عند نقطاة 


حدد ما إذا كانت كل من الدالتين الآتيتين متصلة عند قيم :3 المعطاة. برر إجابتك باستعمال اختبار الاتصالء واذا 
كانت الدالة غير متصلة» فحدّد نوع عدم الاتصال: لانهائي » قفزي . قابل للإزالة. 
3-<2 , 32-2 
3->*« , 0 لاتدكم 
1) (3-)/ موجودة؛ لأن 5 - (3-)ر. 


2 ابحث في قيم الدالة عندما تقترب 3 من 3- . 


6 


يُظهر الجدول أن قيم (:) تقترب من 5 عندما تقترب :: من 3- من اليسار» في حين تقترب قيم (::) من 
1- عندما تقترب :1 من 3- من اليمين. و بما أن قبم (0)/ تقترب من قيمتين مختلفتين عندما تقترب :* من 
3- فإن للدالة (0:)/عدم اتصال قفزي عند 3- - + . ويوضّح منحنى الدالة (8)كرفي الشكل 1.3.2 عدم 
اتصال الدالة عند 3- ح 12 . 


4 شنب - )/ عند 3- ح بور 3 ح :. 
6-9مين 
عند 3 -3 
) 2 ح (3)ر» وهي غير معرفة» أي أن (3)/ غير موجودة» وعليه تكون (©)/رغير متصلة عند 3 > ند. 


2( ابحث في قيم الدالة عندما تقترب 1 من 3. 


يُظهر الجدول أن ق قيم () /تتناقص بلا حدود عندما تقترب :د من 3 من اليسار» وأن قيم () تتزايد بلا 
اماع ل 00 وعليه» فإن (:3) 11[ غير موجودة. 


ع للدالة (3)/ عدم اتصال لانهائي عند 3 - :د؛ لأن قيم (:3)/تتناقص دون توقف عندما تقترب * من 3 
من اليسار» وتتزايد بلا توقف عندما تقترب :3 من 3 من اليمين. ويوضح المنحنى في الشكل 1.3.3 هذا 
السلوك. 


عند 3-- 


- (3-)/روهي غير معرفة» أي أن (3-)/ غير موجودة. وعليه تكون (3)/[غير متصلة عند 3- ح نز 


2 ابحث في قيم الدالة عندما تقترب 3 من 3-. 


الشكل 1.3.3 


يُظهر الجدول أن قيم الدالة (:) [تقترب من0.167- عندما تقترب 2 من 3- من الجهتين» أي أن 
07 مه 0 مقا : 
سجعع 


3( (:)/ غير متصلة عند 3- - 2 ؛ لأن ( (3- -) غير موجودة» ويما أن ()/ صنل موجووو يان عدم الامهال 
قابل للإزالة عند 3- ح 322. ويوضح المنحنى في الشكل 1.3.3 هذا السلوك. 00 


تحقق من فهمك وزارة التعليم 
. 2 ا نر 4 3 5 مها معنالع عه بمأكتاص لطا 
85 جل (تالء عند 0 - بد. ا 00> داوع وريه 2021 


0 الفصل1 تحليل الدوال 


لاحظ أنه في حالة عدم الاتصال القابل للإزالة؛ يمكن إعادة تعريف الدالة لتصبح 
متصلة عند تلك النقطة. وفى هذه الحالة تكون النهاية عند» ح * موجودة» ولكن 
الدالة غير معرفة عند © > * أو أن (6)/ لا تساوي قيمة نهاية الدالة 

عند © ح :. كما في الشكل المجاور. 


يصّف كل من عدم الاتصال اللانهائي وعدم الاتصال القفزي على أنهما عدم اتصال غير قابل للإزالة؛ لأنه لا يمكن إعادة 
تعريف الدالة لتصبح متصلة عند تلك النقطة» حيث إن قيم الدالة تقترب من قيم مختلفة إلى يمين نقطة عدم الاتصال وإلى 
يسارهاء أو أن قيم الدالة لا تقترب من قيمة محدّدة عند هذه النقطة» أي تزداد قيم الدالة أو تتناقص بلا حدود. 


إزالة عدم الاتصال 


5 2 
أعد تعريف الدالة ‏ 2-316 ح (تا/؛ لتصبح متصلة عند 4 > ند. 


00 


1) 5 - (4)ى أي أن (4)/ غير موجودة. 


2 ابحث في قيم الدالة عندما تقترب :3 من 4. 


يظهر الجدول أعلاه أن قيم (:3)/تقترب من 8 عندما تقترب :3 من 4 من الجهتين» أي أن 8 - (3)/ سنا . 
61 (:1)3غير متصلة عند 4 - 2 أن (1)4[غير موجودة. وبما أن ()/ يصنا موجودة» فإن عدم الاتصال قابل 
للإزالة عند 4 ح- ع 


4) بما أن عدم الاتصال قابل للإزالة عند 4 - «. لذا أعد تعريف الدالة لتصبح 
22-16]|_ 
4 + عد ام 
4 ع ع , 8 
لاحظ أن هذه الدالة أصبحت متصلة عند 4 - «؛ لأن (4)/موجودة وتساوي 8 
تحقق من فهماء 


2 

3 أعد تعريف الدالة لك ح ()م ؛ لتصبح متصلة عند 1 -36. 

تستعمل نظرية القيمة المتوسطة ونتيجتها لتقريب أصفار الدوال المتصلة على فترة مغلقة» حيث تكون الدالة متصلة 
على (4,5)» إذا كانت متصلة عند كل نقطة تنتمي إلى هذه الفترة» وتكون متصلة على [4,5] إذا كانت متصلة عند كل 
نقطة من نقاطهاء وكانت متصلة من اليمين عند 4 ((4)/ > (3)/_ ذا ) » ومتصلة من اليسار عند 6 

(()/ - ودار _جمنا ) . ومن الجدير بالذكر أن الدوال الكثيرة الحدود والجذرية والنسبية» تكون متصلة على مجالها 
دائمًا. 


نظرية القيمة المتوسطة 
إذا كانت (3)/ دالة متصلة على [5 ,4]ء وكانت 5 > 0 


ووجدت قيمة 1 بين (4)/ و (5)/ فإنه يوجد عدد © بين 
و 5: بحيث 1 - 0) /[. 


نتيجة (موقع صغفر الدالة): إذا كانت (0)/ دالة 
متصلة وكان (17/)4 و (06/ مختلفين في الإشارة» 
فإنه يوجد عدد واحد على الأقل © بين © و 8 » بحيث 
0 - ©)/ر. أي يوجد صغفر للدالة بين 4 و8 . 


ممنامع نالع غ0 ب كأ 4 
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تقريب الأصفار عند تغيير الاشارة 


حدد الأعداد الصحيحة المتتالية التى تنحصر بينها الأصفار الحقيقية للدالة 2 + مج - 3 مد ح (2)ثرفى الفترة [4 ,4-] . 


تعلم أن الدالة /متصلة على [4 ,4-]؛ لأنها كثيرة حدود, وبما أن (3-)/سالبة و (2-)/موجبة» وبحسب النتيجة 
السابقة» فإنه يوجد صفر للدالة (3)/ بين 2- ,3- . لاحظ أن قيم الدالة تتغير إشاراتها أيضًا في الفترة 1 > :د > 0 
وفى الفترة 2 > :د > 1 . وهذا يدل على أن الأصفار الحقيقية للدالة تنحصر بين العددين 3- و 2- . والعددين 
0 والعددين 21. ويوضح منحنى الدالة (©2) في الشكل 1.3.4 هذه النتيجة. 


هه ا مومه 


تحقق من فهمك 
48 3+مة -22 + ةم - وي [6,4-] 2 48) -- 2د وي [4رة- 


عيعي راج ال ا تل ١‏ لعراك لي لاصيريه ا اوسن 


تقريب الأصفار دون تغيرالإشارة 


قد يُظهر التمثيل البياني 
للدالة صفرًا واحدًا؛ لذا 
اختر التدريج المناسب لترى 
جميع أصفار الدالة بوضوح. 


حدد الأعداد الصحيحة المتتالية التى تنحصر بينها الأصفار الحقيقية للدالة 0.16 + مد + 2د - 0:)[ 


تعلم أن الدالة /[متصلة على [3,3-] ؛ لأنها كثيرة حدود, وأن قيمها لا 0 
تغير إشارتها عند قيم :ا المعطاة» ولكن (20) [تتناقص عندما تقترب قيم :3 3 
من العدد 1- من اليسار» وتبدأً ()/ بالتزايد عن يمين 0 ح «؛ لذا فإن 0 

من المحتمل وجود صفر حقيقي للدالة بين العددين المتتاليين 1- و 0. 
مثل الدالة بيانيا للتحقق من ذلك. 6 + م +2 - ال 


يقطع منحنى الدالة المحور : مرتين في الفترة [0 ,1-]؛ لذا فإنه يوجد 112 01 8 
صفرين حقيقيين للدالة فى هذه الفترة. 


هه ا مومه 


تحقق من فهمك 
58 1-مة5 - 222 - تيرق - وي [5 ,5-] 58) 182-14 + شج7 - 3ن - (دار [4 ,0] 


إرشاد: استعمل الآلة الحاسبة البيانية (إذا لزمالأمر) 


سلوك طرفي التمثيل البياني: يصف سلوك طرفي التمثيل البياني شكل الدالة عند طرفي منحناهاء أي أنه يصف 


النهايات, قيم (20) /عندما تزداد قيم * أو تنقص بلا حدود» أي عندما تقترب 3 من 50 أو مه . ولوصف سلوك طرفي التمثيل 
تقرأ العبارة 2)/ وصذا ل مفهوم النهاية. 
نهاية (0)/ عندما تقترب + , سلوك طرف التمثيل البياني من اليسار سلوك طرف التمثيل البياني من اليمين 
من موجب ما لانهاية. وتقرأ 1 5 
العبارة ()/ 11272 نهاية : 

لطر هاي 0 مابيور 


()/ عندما تقترب ‏ من 
سالب ما لانهاية. 


أحد إمكانات سلوك طرفي التمثيل البياني هو زيادة قيم 
()/ أو نقصانها دون حدود. ويمكن وصف هذا السلوك 
بأن (:)/ تقترب من موجب ما لانهاية أو من سالب 

ما لانهاية على الترتيب. 


هن لعنالع عه بمأكاصذالطة 


2021 - 3 


مج نال 


سه 


2 الفصل1 تحليل الدوال 


في المثال 6» أوجدت قيم 
تقريبيّة ل (30)/ لأن ما يهمنا 
هو استقصاء نهاية الدالة 


10 عندما تزداد |عدا بلا 
حدود؛ وليس حساب القيم 
الدقيقة د (20) 1. 

وكذلك في المثال 7. 


المنحنيات التي تقترب من ما لانهاية 


استعمل التمثيل البياني للدالة 80 - 66 + 2و3 + تيرق + 4ر- ح نار [80 حدم جشوة + قوق +4 - تمار| 


لوصف سلوك طرفى ي التمثيل البياني» ثم عزز إجابتك عدديًا. ا 1 

41 000 
التحليل بيانيا: 

200 

يتضح من التمثيل البيانى أن هه- -ح (#كر حطنتا » 
ا 0 8 مكبلا 0 | 4 4-] 2-8 
وأن مهدح (دار وسلا 30 
التعزيز عدديًا: 
كوّن جدولًا لاستقصاء قيم (:) /عندما تزداد |:2|» أي استقص قيم (:)/عندما تزداد قيم +« بلا حدود أو تتناقص بلا 
حدود. 


1 ---0 


1.106 | لكا 


لاحظ أنه عندما مه- ج ند فإن مه- جح (32)/ . وبالمثل عندما مه + ندء فإن مه ج ()ر. وهذا يعزز ما 
توصلنا إليه من التمثيل البياني. 


له تحقق من فهمك 


1 )68 


لاحظ أن بعض الدوال تقترب قيمها من 0ه أو 0ه- عندما تزداد |:2| بلا حدودء في حين تقترب قيم بعض الدوال من 
أعداد حقيقية دون أن تصل إليها بالضرورة. 


منحنيات دوال تقترب من قيمة محددة 
استعمل التمثيل البياني 2 - 7/00 لوصف سلوك طرفي 
ينها نباي لعو نانك 3 


يتضح من التمثيل البياني أن 0 - (<)كر_همنل وأن 0 - (تاثر جمنا . 


التعزيز عدديًا: 


© 
لاحظ أنه عندما مه- ج 2دء فإن 0 ج (2)/ و عندما مه ج تدء فإن 0 ج (00)/. 0 لا نزخي لك من 
التمثيل البيانى. 
يل البياني وزارة التعليح 
هن لعنالءع ع0 بمأكاصذالطا 
3 - 2021 
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2078 


3283-2 ش 
ْ 


إن معرفة سلوك طرفي التمثيل البياني يساعد على حل بعض المسائل الحياتية. 


([ الربط مع الحياة 


غالبًا ما تُستعمل العللاقة 
1016© - ()1] لإيجاد طاقة 

الوضع الناتجة عن الجاذبية الأرضية 
لقياس السرعة المطلوبة للتخلص من 
الجاذبية الأرضية وهي 121/12 25000 . 


4 الفصل1 تحليل الدوال 


م مثال 8 من وافع الحياة تطبيقات سلوك طرفي التمثيل البياني 


فيزياء: تعطى قيمة طاقة الوضع الناتجة عن الجاذبية الأرضية لجسم بالقاعدة 
0101 
علد - ح )11 » حيث © ثابت نيوتن للجذب الكوني» و74 كتلة الجسمء 


7 
و11 كتلة الأرض» و” المسافة بين الجسم ومركز الأرض كما في الشكل المجاور. ماذا يحدث لطاقة الوضع 


الناتجة عن الجاذبية الأرضية لجسم عندما يتحرك مبتعدًا عن الأرض مسافة كبيرة جدًا؟ 


المطلوب من المسألة وصف سلوك طرف التمثيل البياني ل (11)7 عندما تزداد قيم ‏ كثيرًاء أي إيجاد (11)7 جنا . 


وبما أن كلا من ,2/1 , 18 , ©) ثوابت» فإن ناتج الضرب .//71© عدد ثابت أيضًا. وعندما تزداد قيم 7 فإن قيمة 


الصفر؛ لذا فإن 0 - )11 ذا » ومن ثم إذا تحرك جسم مبتعدًا عن الأرض بصورة 
كبيرة: فإن طاقة الوضع النا: تجة عن الجاذبية الأرضية لهذا الجسم تقترب من الصفر. 


هه ا مومه 


تحقق من فهمك 


فو 0 بد لور يه ا ول 
لجزيئات الغاز عندما تستمر سرعة الجزيئات فى التزايد؟ وزارة التعليم 


ها معنالءع ع0 بمأكاصذالطا 


2021 - 3 0 


حدّد ما إذا كانت كل دالة مما يأتى متصلة عند قيمة :3 المعطاة. وبرّر 
إجابتك باستعمال اختبار الاتصال. وإذا كانت الدالة غير متصلة فحدّد نوع 
عدم الاتصال: لانهائي» قفزيء قابل للإزالة. (المثالان 1,2) 


1) 4 -2«/؛ - تال عند 5- ح ير 
2) 5 + 1/2 - (2) ل عند 8 - 2 . 
22-86 نل ع يو 8 - 
3 0 ح )21 عند 6- -2 ر 6 - 22 . 
كك 5 -- 
4) جحت - (نت)ع» عند 1 ح :2 . 
6 كحتب- ر(ر)ن عند 1< ,4 د ع , 
5 68 0 1 
0 
6 “فحن - (م)ر1, عند 0 - ندر 6 - بن . 
د ب 
6- >2 42-1 
7 0 1 أ ) » عند 6- -12 
يي ب 2242نت 10 


8) فيزياء: غرفتان درجتا حرارتهما 


غرفة دافتة غرفة باردة 
مختلفتان يفصم بيلهم حائط . تنتقل 85077 6052 
الحرارة ب بين الغرفتين عبر الحائط بحسب 
العلادقة 74 ح (مال حيث تمثل 


(0)/ المعدل الزمنى لانتقال الحرارة بالواط» و 10 سمك الحائط 

بالمتر. (المثالان 1,2) 

3) حدّد ما إذا كانت الدالة متصلة عند 0.4 - 87. وبرّر إجابتك 
باستعمال اخهاز الاتضنال: 

) حدّد نقاط عدم الاتصال للدالة (إن وجدت».؛ وما نوعه؟ 

©» مثّل الدالة بياني لتتحقق مما توصلت إليه في الفرع 8. 


أعد تعريف كل دالة مما يأتي عند قيمة : المعطاة؛ لتصبح الدالة متصلة 


عندها: (المثال 3) 

0 لد ساروا تدع 
0( وية - فال 5د 
11) - - ومل 2/د دعر 


حدد الأعداد الصحيحة المتتالية التي تنحصر بينها الأصفار الحقيقية لكل 
دالة مما يأتي في الفترة المعطاة: (المثالان 4,5) 

2) [2,4-],3 2ج اتير - ودار 

353) [4,4-] ,2 + نرم + تب ع تاو 

14) [3,3-] ,3 - شير + قبرة - كيره د وار 


15) [2,4-], د لت ون 


6) [ت, 0 3« - وتاع 


استعمل التمثيل البياني لكل من الدوال الآنية لوصف سلوك طرفي تمثيلها 
البياني» ثم عرّز! إجابتك عدديًا. (المثالان 7 ,6( 


77 يسن 08 1ه 
32 
16 خٍِ 06 
1 إ0 7-1 +53 ح (ه) 
|3 + تيوم دك - جر 5 عي 
- 17 
19( 00( 
ار 
مر 


)22 )21 


2+1 


ا 
ا 
ا 
ا 
ا 
ا 
ا 
:0+ | 
ْ 
ا 
ا 
ا 
/ 


3) كيمياء: يعطى معدل التفاعل ؟1 في تجربة كيميائية بالدالة 
- (1)3» حيث 2 تركيز المحلول بالملجرام لكل لتر. (مثال 7) 
3) مثل الدالة بيانيًا باستعمال الحاسبة البيانيّة. 


) صف سلوك طرفي التمثيل البياني» وماذا يعني في التجربة؟ 
عزّْز إجابتك عدديًا. 


استعمل التبرير المنطقي لتحديد سلوك طرف التمثيل البياني لكل دالة مما 


يأتي» عندما يقترب المتغير من 5 . برّر إجابتك. (مثال 8) 
4ه عل - مم 5م نك - - ومو 
26) 5 - وار )1 


8) فيزياء : د - (1)طل 
حيث 7 الزخم (حاصل ضرب كتلة الصَهْمٌ بي بسررعت؟ للمنوجهة)» 
كتلة الجسم . إذا وضع رمل في شاحنة متتحركة: فمماذا متيحدث إذا 


استمرت 171 فى الازدياد؟ (مثال8) وزارة التعليم 
1 دهن معنالع عه بمأكاصأالطا 
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انتمل كلمن التمكيلين البباتنيق الأقين لتحديد قيمة أو + قيم :3 التي تكون 
الدالة غير متصلة عندهاء وحدد نوع عدم الاتصال» ثم 0 المنحنى 


لوصف سلوك طرفي التمثيل البياني. برّر إجابتك. 


و ال ومو 
-_--2 


1) فيزياء: تُسمّى المسافة بين نقطتين متناظرتين على موجتي ضوء 
متتاليتين بطول الموجه 7 (ويقرأ لامدا)» و يُسمى عدد الموجات 
الكاملة التى تمر بنقطة خلال مدة زمنية محددة بالتردد /[. 


لج طول الموجة لها 


وتصف الدالة ع - (2)/العلاقة بين طول الموجة والتردد» حيث © 
سرعة الضوء ومقدارها 1052/5 ٠‏ 2.99. 


8) مثل الدالة بيانيًا باستعمال الحاسبة البيانية. 


ك4 استعمل المنحنى لوصف سلوك طرفي 
إجابتك عدديًا. 


ي التمثيل البياني. وعزز 


©) هل الدالة متصلة؟ إذا كان الجواب لاء فعيّن نقاط عدم الاتصال. 


الحاسية البيانية ٠‏ مثّل كلمن الدوال الآثية ؛ بيانيّه ثم حدد ما إذا كانت 
متصلة أم لا. وإذا كانت غير متصلة. فخددنوع عدم الاتصالء وحدد نقاطه. 
ثم صف سلوك طرفي التمثيل البياني» وعين أصفار الدالة إن وجدت. 


2 
لكجب- مر 


6 دعر + 4,2 تر 


2 
( 112-3+آ+ حك - رار 


355 7 
32-8 + كين 


مج 3 
( 26-0 52 3 505 


54 7 
12 عن سب كين 


6 الفصل1 تحليل الدوال 


الحاسبة البيانية : مل بيني كلا من الدوال الآتية وََّصِف سلوك طرفي 
التمثيل البياني» وعزز! إجابتك عدديًا. 


5) 5- 2:3 + 20:4 - تير - وراو 


6 


- وار 


15 + شر 


7 أعمال: بدأ حمد مشروعًا تجاريًا صغيرًا بالطباعة على القمصان 
وبيعها. إذا كانت تكلفة الطباعة على القميص الواحد 9 ريالات 
وتكلفة المعدات اللازمة 12000 ريال. فأجب عما يأتى: 


© اكتب دالة تبيّن معدّل تكلفة الطباعة على القميص الواحد على 
صورة دالة في عدد القمصان المنتجة 11. 


©) استعمل الحاسبة البيانية لتمثيل الدالة. 
©) إذا استمر ازدياد عدد القمصان المنتجة بشكل كبير» فكم سيصبح 
معدل تكلفة الطباعة على القميص الواحد؟ 


38) يد سوف تستقصي في هذه المسألة النهايات. 
اك 3 - ودال حيث 4 و 2 عددان صحيحان لا 


افترض 2 
8 0 صحيحان. 


3) جدوئيًاه افترض أن 1 - ع و اختر ثلاث مجموعات مختلفة 
لقيم 4 ,8 ,4 . ثم اكتب الدالة في كل حالة وأكمل الجدول أدناه: 


6) جدونيًاه اختر ثلاث مجموعات مختلفة من القيم لكل متغير» 
مجموعة فيها © < 4 » ومجموعة فيها © > 74 ؛ ومجموعة فيها 
0 ع- 1 . ثم اكتب كل دالة» وكوّن جدولًا كما في الفرع 8. 


© تحليليًا : خمّن قيمة نهاية الدالة ج22 قات زيوا يزيا 
تقترب 3 من 00- ومن 00+ . 
©8 .وهة© 
©06..* ا لال 
©©6. *. .6ه 
وزارة التعليح 
ها معنالع عه بمأكاصاالطة 
3 - 2021 


مسائل مهارات التغكير العليا 


تبرير: بيّن إذا كان لكل من الدالتين الآتيتين عدم اتصال لانهائي» أم 
قفزي, أم قابل للإزالة عند 0 ح :د. برر إجابتك. 


كف 1# ير 
9 - ار 0) كه 1 
1) تحذ: 000 


3 عا وعطه عير 
3 >2> 3 , 62+24 0-1 
2-8 بي توإحاوك 


تبرير: أوجد 00 صل فى كل من الحالات الآتية» وبرّر إجابتك. 


3) ماح (3)ر تصنل حيث /دالة فردية. 
4) 0ه - (00)/ جمذا[ حيث /دالة متماثلة حول نقطة الأصل. 


6 اكتب: أعط مثالا على دالة لها عدم اتصال قابل للإزالة» ثم بيّن كيف 


يمكن إزالته. وكيف تؤثر إزالة عدم الاتصال في الدالة؟ 


استعمل الحاسبة البيانية لتمثيل كلّ من الدوال الآنية بيانيّا وتحديد 
أصفارها. ثم تحقق من إجابتك جبريًا: (الدرس 1-2) 


7) 211 - )مر 


+ - وت)ع 


9) 5 ساعيه + ١/2‏ - نم11 


حدد مجال كل من الدوال الآتية: (الدرس 1-1) 


6 +4 
0 22ت -ح رد 
0 د 


2+3 
2-2-0 


52 2م- 1/2 - (م)عى 


51) ح تداع 


: 22-5 اد 

إذا كانت تحب -ح (2)/ فأ وجد قيمة الدالة 

ل ل 
ممايأتى: (الدرس 1-1) 

/09( 3 

/)30( )4 


/)24-3( )5 


مثل بياننًا كل من الدوال الآنية باستعمال الحاسبة البيانية» ثم حلل منحناها 
لتحدّد إن كانت الدالة زوجية أم فردية أم غير ذلك . ثم تحقق من إجابتك 
جبريًا . وإن كانت زوجية أو فردية فصف تماثل منحناها. (الدرس 1-2) 


6 1/22-9 ح (م)ر1 


57 كن د ور 


تدرب عن احتبان |1 


8) يبين التمثيل البياني أدناه منحنى دالة كثيرة الحدود (:3)/. أي الأعداد 
الآتية يمكن أن يكون درجة للدالة ()/؟ 


1 


1 8 
28 
3 © 


4 0 


9) في أي الفترات الآتية يقع صفر الدالة 6 - 6 - 2« /1 ح (3)/؟ 


له [6,7] 
8 [7,8] 
© [8,9] 
2 [9,10] 
© ووهة© 
© 6ى*. .*ثىووهة 
© ©. "*ى*ى ٠",‏ .مه 
وزارة التعليح 
ها لعنالءع عه بمأكاصذالطا 
3 - 2021 
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(قيعا سيق ظ 
درست كيفية إيجاد قيم 
الدوال. (الدرس 1-1) 


لالإن كن 


" أستعمل التمثيل البياني 
لدالة؛ للأحدد الفترات 
التي تكون فيها الدالة: 
متزايدة» ثايتة» متناقصة. 
وأحددٌُ القيم العظمى 
والصغرى الها. 

" اجد متوسط معدل التغير 
للدالة. 


المتزايدة 

61 

المتناقصة 

0601 

الكابتة 

60115] 

النقطة الحرجة 

أمامم امعلاأته 

م ظ 
لاي عن 
الصغرى | 
نأمطا 

القصوى 

ع ايع 

متوسط معدل التغير 

308ل أ0 غ3 مومعلا 

القاطع 


عماا أمهعء5 


8 الفصل1 تحليل الدوال 


الل 9:04 6/12/19 


القيم القصوى ومتوسط معدل التغير 
عع مقط 01 5م531 عع ممع/ل4ل 300 جمرع اع 
الملاذرا له 


يبيّن التمثيل البيانى المجاور معدل كميات الأسماك التى اصطادها أحد 
الصيادين في المملكة خلال أشهر عام 1431 ه . 


معدل كميات الأسماك 


يتضح من التمثيل أن المعدل أخذ في التزايد من شهر محرم وحتى جمادى 
الأولى» ثم تناقص حتى شعبان» وبقي ثاب تقريبًا حتى شوال» ثم تزايد مرة 
أخرى حتى ذي القعدة» وأخيرًا تناقص قليلا بين شهري ذي القعدة وذي 

الحجة. 

كما يتضح أن أعلى معدل للصيد بلغ 3.15 أطنان» وذلك في شهر جمادى 
الأولى» ويلاحظ من ميلي الخطين المنقطين بالأحمر والأزرق أن معدل 

التغيّر في النصف الأول من عام 1431 ه أكثر منه في النصف الثاني. 


التزايد والتناقص: خاصية من خصائص الدوال التى تساعد على 
دراسة الدالة» حيث تحدّد الفترات التى تتزايد أو تتناقص الدالة فيها أو 


ا 


تبقى ثابتة. 
ففي الشكل المجاور ء إذا تتبعت منحنى الدالة (2)/» من اليسار إلى اليمين فإنك 
تلاحظ أن: 

٠‏ 0)/متزايدة في الفترة (5- ,0ه-) 

)-5, 0( ثابتة في الفترة‎ ٠» 

0 متناقصة في الفترة (0© ,0) 


2 10 8 6 4 2 
(الشهر) 


الدوال المتزايدة., المتناقصة ,» الثايتهة 
التعبير اللفظي: تكون الدالة / متزايدة على فترة ما إذا وفقط إذا النموذج: 
زادت قيم (3)/ كلما زادت قيم ‏ في ا لفترة. 
لكل 1 و جا في الفترة» فإن (2) 2[ > (31)/ عندما 


الرموز: 


تكون الدالة / متناقصة على فترة ما إذا وفقط إذا 
تناقصت قيم (32)/ كلما زادت قيم 7 في الفترة . 


لكل 1د و عند في الفترة» فإن (22), < (3:1) /[ 
عندما تكون ج232 > 21 . 


تكون الدالة/ ثابتة على فترة ما إذا وفقط إذا لم 
تتغير قيم (:)/ لأي قيم 1 في الفترة. 


لكل 1 و ع في الفترة» فيإن (ج:0) أ - (21) ][. 
عندما تكون 2و3 > 301 . 


وزارة ال 


دهن معنالءع عه بماك اصأا/طا 


رابط الدرس الرقمي 


3 لع .ماع .نالا لاثالانا 


كمية اللأسماك 


(بالطن) 


000 


2021 - 


8 000غ.38-46 


فترات: 

لا يمكن وصف دالة بأنها 
متناقصة أو متزايدة عند 
نقطة؛ لذلك يستعمل 
القوسين ( ,) عند تحديد 
الفترات التي تكون فيها 
الدالة متزايدة أو متناقصة. 


الدوال المتزايدة, 
المتناقصة , الثابتة : 
إذا كانت الدالة متزايدة أو 


متناقصة أو ثابتة لكل قيم 
د في مجالها تسمَى دالة 
متزايدة أو متناقصة أو ثابتة 


على الترتيب. فالدالة في 
المثال 12 متناقصة: بينما 
الدالة في المثال 11 لا يمكن 
تصنيفها على أنها متزايدة أو 
متناقصة؟ لأنها متزايدة على 
فترة ومتناقصة على أخرى . 


تحديد التزايد والتناقص 


استعمل التمثيل ماي ا ل - الفترات التي تكون فيها الدالة متزايدة» أو متناقصة» أو ثابتة 
مقربةً إلى أقرب 0.5 وحدة» ثم عرز إجابتك عدد 


23 ح مار 

يبين التمثيل البياني أن قيم (:3)/ تتناقص كلما ازدادت قيم :؛ لذا فإن الدالة متناقصة 
في الفترة (0ه رهه-). 

التعزيز عدديًا: 

كوّن جدولَا يتضمن قيمًا للمتغير 6* في الفترة. 


)١‏ هدق - 5 ع وياع 


التحليل بيانيًا: 
يبين التمثيل البياني أن ؟ متزايدة ذ في الفترة (1- رمه ومتناقصة في الفترة )1 1 ) 
ومتزايدة في الفترة ة (مه 1 


التعزيز عدديًا: 
كوّن جدولًا يتضمن قيمًا للمتغير * في كل فترة من الفترات الثلاث السابقة 


توضيخ الجداول السايقة قة أنه عندما تزداد * إلى 1- , فإن (2) بم تزداد» وعندما تزداد :2 من 1- إلى 1» فإن () ع8 
تتناقصء أما عندما تزداد :3 ابتداءً من 1» فإن (3) م تزداد. وهذا يعزّز ما توصلنا إليه من التمثيل البياني. 

أ تححقق من فهماك 

انلق 0 018 


0 2 


5+جة -5ع2 )زر 


بينما امستعيل التمثيل البياني لإيجاد الفترات التي تكون فيها الدالة متزايدة أو متناقصة أو ثابتة 50 
عددياء إلا أننا نحتاج إل حساب التفاضل لإثبات صحة هذه الخصائص. مهن مع نالع 6ه ومأكاص اليا 
3 - 2021 
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لاحظ أن النقاط التي تغير الدالة عندها سلوك تزايدها أو تناقصها تكوّن قمة أو قاعًا في 


منحنى الدالة ود تُسمّى نقاطًا حرجة ويكوة الحداى العرمين» لمعي عند عدم التقاط إما 
القيم القصوى: أفقيًا أو عموديًا ( أي أن ميله صفر أو غيرمعرف)» أو أنه لا يوجد عندها مماس» وقديدل 
ليس من الضروري أن توجد ذلك على وجود قيمة عظمى أو صغرى للدالة. 
قيمة قصوى عند كل نقطة 
ده يمكن أن يكون للدالة أشكال مختلفة من القيم العظمى والقيم الصغرى (القيم القصوى). 


القيم القصوى المحلية والمطلقة 
القيم القصوى: 
إذا كان ميل المماس لمتحز التعبير اللفظي : : إذا وجدت قيمة للدالة وكانت أكبر من جميع القيم الآخرى 
الدالة عند النقطة الحرجة في فترة من مجال الدالة سُمّيَت قيمة عظمى محليةً. 
غير محرت كذ في الكل الرموز 2 محلية للدالة 6إذا 
أدناه؛ فإنه لا توجد للدالة لرموز: تكون (04)/ قيمة عظمى - كرإذا وجدت 
عند هذه النقطة قيمة فترة (:: ,2:1) تحتوي 4 على أن يكون لكل قيم د في 
عظمى أو صغرى. الفترة (202 :2 ) » (3)/ < مر * 


التعبير اللفظي: إذا وجدت قيمة عظمى محلية للدالة» وكانت أكبر 
قيمة للدالة فى مجالهاء سُمَيّت قيمة عظمى مطلقة. 

1 0 (4)/ قيمة عظمى محلية للدالة 

الرموز: تكون (5)/ قيمة عظمى مطلقة للدالة /إذا كان لكل الو م 
قيم عد في مجالهاء (3)/ - (0) /. 0 


التعبير اللفظي: إذا وجدت قيمة للدالة, وكانت أصغر من جميع القيم 
الأآخرى في فترة من مجال الدالة, سُمّيَت قيمةٌ 


صشرى :متحلية. 

الرموز: تكون (4)/ قيمة صغرى محلية للدالة /إذا وجدت 
فترة (,: ,) تحتوي 24 على أن يكون لكل قيم 6د في 
الفترة (و] ,:8) » 30[ > (0)/. 

التعبير اللفظي : : إذا وجدت قيمة صغرى محلية للدالة وكانت أصغر 
قيمة للدالة في مجالها سُمِّيّت قيمةَ صغرى مطلقة. 

الرموز: تكون (5)/ قيمة صغرى مطلقة للدالة/إذا كان لكل 
قيم عدفي مجالها (30)/ > (0). 


(0)/] قيمة صغرى محلية للدالة ‏ 
(5)/ قيمة صغرى مطلقة للدالة ‏ 


تقدير القيم القصوى للدالة وتحديدها 


امسعمل التمتبل البيائي لتقدير قيم التي يكون للدالة (2)عندها قيم تصوى مثرية 
إلى أقرب 0.5 وحدة» وأوجد قيم الدالة عندهاء وبين نوع القيم القتصوى. ثم عزز 
إجابتك عدديًا. 

التحليل بيانيًا : 

يوضح التمثيل البياني أن للدالة قيمة عظمى محلية عند 0.5- ح :3 ومقدارها صفر 
تقريبًا. كما يوجد للدالة قيمة صغرى محلية عند 1 > 6د. ومقدارها 1- . لاحظ كذلك أن هه- > )تر تطفل, 
ومه - (2)/ صسنلء وعليه لا يوجد قيم قصوى مطلقة للدالة. 

التعزيز عدديًا: 

اختر قيمًا للمتغير ا على طرفي قيمة « المنوة قع أن يكون عندها قيمة قصوى محلية» ثم اختر قيمتين إحداهما كبيرة 
جَداء والأخرى صغير : حذا: 


زارق القعليح 


10 5 لاك طأايط 


بما أن (1-)/ < (0.5-)/ و (0)/ < (0.5-)/) فيوجد للدالة قيمة عظمى محلية عند إحدى قيم 1 
5- في الفترة (0 ,1-). وبما أن 0.13 ب (0.5-)/فإن تقدير القيمة العظمى المحلية بالقيمة 0 يعد معقرل14 - 2021 


0 الفصل1 تحليل الدوال 


عند اليحث عن القيم 


العظمى والصغرى تأكد من 
اختيار التدريج المناسب» 
لتتمكن من رؤية منحة: 
الدالة كاملا. 


بالطريقة نفسهاء بما أن (1.5)/ > (1)/, (0.5)/ > (1)/. فتوجد قيمة صغرى محلية عند إحدى قيم 3 القريبة من 
العدد 1 في الفترة (1.5 ,0.5) و بما أن 1- -ح (1)/ر» فإن تقدير القيمة الصغرى بالقيمة 1- يعد معقولًا. 
وبما أن (1)ث] > (100-)ثر, (0.5-)2/ < (100)كر» فهذا يعزز تخميننا بأنه لا توجد قيم قصوى مطلقة. 


هه ا همومه 


تحقق من فهمك 


228 2 


هم اكد ' 
32 + 3ر2 - 224 - قر - ماع] 


00 - 


نحتاج إلى حساب التفاضل لاختبار تزايد الدالة وتناقصهاء ونحتاج إليه أيضًا لتحديد القيم القصوى المحلية والمطلقة 
للدالة والذي ستتم دراستها في الفصل الثامن (النهايات والاشتقاق). كما يمكن استعمال الحاسبة البيانية لتحديد 
مواقع القيم القصوىء وإيجاد قيمها. 
استعمال الحاسبة البيانية لتقدير القيم القصوى 
الحاسبة البيانية: استعمل الحاسبة البيائية لتجد القيم القتصوى المحلية والمطلقة للدالة 

9-4 ب 2ع - 3ر4 - 600 مقربة إلى أقرب جزء من مئة» وحدّد قيم * التي تكون عندها هذه القيم. 
مثل الدالة بيانيّاه واختر التدريج المناسب بحسب الحاجة 
لتتمكن من رؤية خصائص الدالة. 


بالضغط على المفاتيح: [121]] 9©). ثم اكتب الدالة 


ا 69 


يمر وجثمر .8 شمر --(ع 1ع 


يوضح التمثيل البياني أن للدالة قيمة صغرى محلية واحدة في الفترة ( 1-,2- -). وقيمة عظمى محلية واحدة في 
الفترة (0,1)» أما سلوك طرفي التمثيل البياني فيدلٌ على عدم وجود قيم قصوى مطلقة للدالة. 


اضغط على مفتاح 6 نم على (!192715915553731[1 ٠‏ راختر منها :5201625117 أر 
1م1131 . نم مرّر المؤشر أفقا على الشاشة من اليسار إلى اليمين فتظهر نقطة القيمة الصغرى 
المحلية تقدر ب 22.81- وتكون عند 1.76- -» وتقدر القيمة العظمى المحلية ب 1.93- وتكون عند 0.43 - 6 


ب 
2710 5 0/1 18- 8 


مر .9+ شر .قير 4-- اا ا 


176 عي 000 00 0.9 


)0.426,-193( 


)-1.76,-22.81( 


يمر .وج ترق ثير 4-- )11 


ل 28- 
وي 
تحقق من فهمك ا تاءءه 
622 - 5 - 7 ح (ن)را 8) 5 + ع - تيه - 223 > (ت)ي زارت الة 5 
105 لعنالع 06 ومأكاص لطا 
3 - 2021 


الدرس 1-4 القيم القصوى ومتوسط معدل التغير ‏ 41 


إن البحث عن الحل الأمثل هو أحد التطبيقات الحياتية على القيم القصوى في الرياضيات» حيث يتم التعبير عن 
المسائل الحياتية بدوال توضع عليها بعض الشروط الخاصة ثم تُحسب القيمة الأمثل. 


ل مثال 4 من وافع الحياة 0 تطبيقات القيم القصوى 


زراعاة: يتم قطف 400 حبة برتقال من كل شجرة في الموسم الواحد عندما يكون عدد أشجار البرتقال في الحقل 
5 شجرة. فإذا علمت أنه عند زراعة كل شجرة جديدة ينقص إنتاج كل شجرة في البستان بمقدار حبتين. فكم 
شجرة إضافية يجب زراعتها للحصول على أكبر إنتاج ممكن؟ 


اكتب الدالة (:)/رلتصف الإنتاج الكلي للبستان» بحيث تمثل « عدد أشجار البرتقال الجديدة التي سيتم زراعتها. 


5 الربظ مع الحياة الإنتاج الكلي ‏ حت عدد الأشجار فى إنتاجالشجرةالواحدة 


تشير بعض الدراسات الحديثة إلى بد للدم من الإرتهال 
أن شرب عصير البرتقال يساعد في 008 - ( + 75) ئ*# (2 - 400) 
الوقاية من أمراض القلب. 
المطلوب هو إيجاد أكبر إنتاج ممكن للبستان أو القيمة العظمى للدالة (2)/. 
8 5 ددج :(.400-2)-10م 2 "” 
لذا مثل الدالة بيانيا باستعمال الحاسبة البيانية» ثم اضغط على مفتاح (65850) » 


ملت لننة!. ,حر سه 513511 . نم مزر 


المؤشر أفقيًا على الشاشة من اليسار إلى اليمين فتظهر نقطة القيمة العظمى» 
تقدر ب 37812.5 وتكون عند 62.5 بد :3 . 


(4+ع62.5,3.78) 1 


لذا يكون إنتاج البستان أكبر ما يمكن عند زراعة 62 أو 63 شجرة جديدة» 
ويكون مقدار الإنتاج 37812 حبة برتقال تقريبًا. 


أ تحقق من فهمك 


4) صناعة؛: يرغب صاحب مصنع زجاج في إنتاج كأس أُسطوانية الشكل مفتوحة من أعلى مساحتها الكلية 
7 . أوجد طول نصف قطر الكأس وارتفاعه اللذين يجعلان حجمها أكبر ما يمكن. 


متوسط معدل التغير: تعلمت في دراستك السابقة أن الميل بين أي نقطتين واقعتين على دالة خطية يمثل مقدارًا 
ثابنًا. إلا أنه يتغير عند التعامل مع دوال غير خطية» إذ يختلف الميل باختلاف النقاط؛ لذا فإننا تتحدث عن متوسط 


متوسط معدل التغير 


التعبير اللفظي: متوسط معدل التغير بين أي نقطتين ((نت ب 1 
على منحنى الدالة هو ميل المستقيم 
المار بهاتين النقطتين. 


يُسمَى المستقيم المار بنقطتين على 


منحنى الدالة قاطعًاء و يرمز لميل 
القاطع بالرمز .و11 . 


متوسط معدل تغيرالدالة 
()/ في الفترة [وة رر2] هو 
((/ - (يع و 


20 حت عىو111 


1 


2 الفصل1 تحليل الدوال 


إيجاد متوسط معدل التغير 


أوجد متوسط معدل التغير للدالة :و3 + 3د ح (2)/ الممثلة في الشكل (1.4.1) في كلّ من الفترتين الآتيتين: 
6 [1- ,2-] 
استعمل قاهذة حساب متوسظ معدل التخير للدالة كفي الغيرة [1ت ردك] . 
(2-/-(1-)ر - لها[ - (ونت) لز 
(29-- 1ج 2 لاونو 
[(3)2 + 25-)-] - [(تحاة + 5ن1)ح] _ 
(2-)-1- 7 
5 
سو > -* 


أي أن متوسط معدل التغير للدالة “رفي الفترة [1- ,2-] هو 4- . 


عق + قير ح )ار 
ث2 


1 عوّض 1- مكان وند؛ 2- مكان 3 


عوّض (1-)/: (2-)/ 


- بسشط 


الشكل 1.4.1 


ط) [0,1] 
ال ا ا ك1 


يي م عوّض 1 مكان ث2 : 0 مكان 3 
حاحدة- عوّض (1)/: (0)/ وبسشّط 
أي أن متوسط معدل التغير للدالة “في الفترة [0,1] هو 2. 


هه ا همومه 


تحقق من فهماك 
8 [2,3] ,2 +32 - 2ر2 - تير د )ل 8 [3- رق-] رعية + شرم - ثر د تال 


يُستعملٌ متوسط معدل التغير في تطبيقات حياتية كثيرة» ومنها السرعة المتوسطة ‏ لجسم يقطع مسافة 4 في زمن مقداره /. 
مثال 6 من واقع الحياة إيجاد السرعة المتوسطة 


فيزياء: إذا كانت المسافة التي يقطعها - جسم ساقط من مكان مرتفع تعطى بالدالة “164 > (4)4: حيث # الزمن 
بالثوائي بعد سلاوط البصيسم؛ (4)8 المسافة المقطوعة بالأقدام. إذا أهملت مقاومة الهواء. فأوجد السرعة المتوسطة 
في كل من الفترتين الآتيتين. 


الربط مع الحياة 


إن الأجسام الساقطة تصل أخيرًا إلى ىّ من 0 إلى 2 ثانية 
سرعة كايتة تُسمّى السرعة الحديّة قا _- و4 - (وة وض 2 مكان م2 ؛ 0 مكان ,1 
يصل المظلى إلى السرعة الحديّة 2-560 ح مط عوص ل 22» ال 1 
9 0 - 
(ط/ثدم 120-150) عندما تكون مظلته 2 - 0 _- ََ عوّض (1)2 ؛ (4)0 ؛ وبِسّط 
مغلقة. 
متوسط تغير الدالة في الفترة المعطاة يساوي 32/5 . وهذا يعني أن سرعة الجسم المتوسطة في أول ثانيتين 
من السقوط هو 3216/5. 
0) من 2 إلى 4 ثوانٍ 
السرعة المتوسطة : 2 - (24)4 _ )4 - ( )1 5 
يوجد فرق بين مفهومي 5( 1 0 1 2-25 الف 
اه 1/6 96 - لد 5 عَوض (404 (409ويشط 
الستوسيةة تبني للد ركشت متوسط معدل تغير الدالة في الفترة المعطاة يساوي 9616/5». وهذا يعني أن سرعة الجسم المتوسطة في 
(كمية قياسية) بينماالسرعة الثانيتين التاليتين هو 9616/5 . 
المتوسطةالمتجهةتعنيالمقدار 
والاتجاه (كمية متجهة). تحقق من فهمك 


4 فيزياء : قذِفَ جسم إلى أعلى من ارتفاع ؛! 4 عن سطح الأرض؛ فإذا كان ارتفاعيوسم سطح لضع ويُعطى 
بالدالة 4 + 204 + 2 164- ح (4)8. حيث ْ الزمن بالثواني بعد قذفه و()4 المسثاقة ؛ليئ يتِطمْها؛ إ3اأهملت 


مقاومة الهواء» فأوجد السرعة المتوسطة للجسم ذ فى الفترة من 0.5 إلى 1 ثانية. وزارة التعليح 


105 معنالع 06 ومأكاص لطا 


2021 - 3 


الدرس 1-4 القيم القصوى ومتوسط معدل التغير ‏ 43 


37خ 0 


استعمل التمثيل البياني لكل دالة مما يأتي لتقدير الفترات التي تكون فيها 
الدالة متزايدة» أو متناقصة» أو ثابتة مقربة إلى أقرب 0.5 وحدة. . ثم عرز 
إجابتك عدديًا: (مثال 1) 


2 (1 


1 +2 تيرق - شير ح )ل 
1 


2+3 2ن يرح ور 


5( كرة سلك : يعطى ارتفاع كرة سلة (4)/ عن سطح الأرض ذ فى الرمية 
الحرة بالدالة 5 + +48.3 + 64.4/2- - (8)ر. حيث + الزمن 


بالثواني» و () الارتفاع بالأقدام. (مثال 2) 
8) مَل الدالة بيانيًا. 


9) أوجد قيمة تقريبية لأعلى ارتفاع تصل إليه الكرة. 
ثم عزز إجابتك عدديًا. 
قذّر قيم + التي يكون لكل من الدوال الآنية عندها قيم قصوى مقربة إلى 
أقرب 0.5 وحدة» وأوجد قيم الدالة عندهاء وبين نوع القيم القصوى, ثم 


عزّر إجابتك عدديًا. (مثال 2) 
66 7 1 
4-2-1 + 4ج - دارا 
4 
عد 4 4-| 8- 
4 
أ 
8 
08 كأمو 0 1600 
40 28200 
43 2 2-| 4- ع4 0( ]4 
40 200 
1 + تح فالا تيرق + 20:4 - 6ع - (م)م 
7 


44 الفصل1 تحليل الدوال 


0 (11 


عد6.5 - شير + تير5. 2 + 4ير0.5 --20) / 


الحاسية البيانية : أوجد القيم القصوى المحلية والمطلقة مقربة إلى 
أقرب جزء من مئة لكل دالة فيما يأتي» وحدد قيم :3 التي تكون عندها هذه 
القيم: (مثال3) 


12) 5- م7 + 23 ح ور)و 

3) ير5 + 2ر2 - كير - 0 

4 1 عر ل لبوق + تب ع وجل 
5) عر + ذيره4 - كير - (راو 
6) 0.7 - 1.22 + 0.23 - 0.054 - #.ر0.008 ع ودار 

7) 2 - 3.5 - 1.222 + 3يوم0.5 + 0.124 - 0.0255 - ونال 


8 هتدسةة أرجد كلمن 


طول نصف قطر الأسطوانة 

وارتفاعها في الشكل 

المجاور؛ ليكون حجمها أكبر 

ما يمكن (قرب إلى أقرب المساحة الجانبية + مساحة القاعدة 
جزء من عشرة) ٠.‏ (مثال 4) تساوي 20.57 بوصة مربعة 


أوجد متوسط معدل التغير لكل دالة فيما يأتي في الفترة المعطاة. (مثال 5) 
9) [8 ,4] ,2 درق - 322 - وداو 

0) [5,9] ,1 عم + 222 - وق - وال 

1 [1,5-] ,6ر4 + قير5 - 4مو2- ح- (تال 

2) [3,6] ,9 رم + 2ر5 - قمر ح (يرج)را 

- وار 

4 [4 ,4-] , 8 عد - ناز 


5) طقس: إذا كان متوسط درجات الحرارة السيليزية لكل شهر فى 
العزية الجاو في ان صا عقي الا 
5- :7.09 + 2ير0.5455- - - 0 و ويث + تمثل وق 


الشهوة اح عر 0 


-3 ]5,12[ 3 


في كل من لفترتين الآتيتين: وبرر إجاد 50 
8 م الثان. ال جمادى الأول . م١‏ سح الده فاه وسلع أه ومتكتصنار 
من ريع الناتي إلى جمادي الاولد.. ‏ (طمورجب إلى | 2001 


6) استعمل التمثيل البياني أدناه للإجابة عما يأتي: 


السرعة (م/ث) 


45 40 35 30 25 20 15 10 5 
الزمن (ث) 


4 أوجد متوسط معدل التغير في كل من الفترات 
[45 ,25] ,[20 ,15] ,[ذا ,5]. 


) قارن بين سرعات الجسم في هذه الفترات الزمنية. 

7) تكنولوجيا: تبين لفريق بحث في إحدى شركات الحاسوب أن 
الربح الذي تكسبه الشركة من بيع منتج جديد من الشرائح الإلكترونية 
يعطى بالدالة :8 + 5:2 + 3د ح )2 . حيث : ثمن بيع 
الشريحة الواحدة بمئات الرياللات» 6 > :2 > 0. 


8) مثل الدالة بيانيًا. 
8) أوجد أفضل سعر للشريحة الواحدة والذي يعطي أكبر ربح. 
©) أوجد ربح الشريحة الواحدة عند بيعها بالسعر الأفضل. 


8) دخل: افترض أن الدخل السنوي (بالريال) لشخص منذ عام 
0ه وحتى عام 1440 ه يعطى بالدالة: 
+ 277.993 - 35.514 + ”ير 1.46- ح (1)2 
0 >2 > 0 ,25362 + برق 847 + 741.062 


حيث : رقم السنة. 
8) مثل الدالة بيانيًا. 
) أوجد متوسط معدل تغير الدخل من عام 1433 إلى عام 
0 ه . وماذا تعنى قيمة متوسط معدل التغير فى هذه الفترة؟ 
©») حدّد السنوات الأربع التي يكون فيها متوسط معدل التغير أكبر 
ما يمكن» والسنوات الأربع التي يكون فيها أقل ما يمكن. 
4 قدمًا مكعبة. إذا كانت قاعدة الصندوق مربعة الشكل» فأوجد 
أبعاده التي تجعل مساحة سطحه أقل ما يمكن. وضّح إجابتك. 


مل بيانيًا الدالة (0:)/ في كل حالة مما يأتي: 


0 (:)/متصلة ومتزايدة. 
1) ()/متصلة ومتناقصة. 
2) (:)/متصلة ومتزايدة» 0 < (:)/ لجميع قيم *. 
3) (2)/متصلة ومتناقصة» 0 < (:3)/ لجميع قيم :2. 


4) ()/[متصلة» ومتزايدة لجميع قيم 2- 0 و متناقصة لجميع قيم 


.2<--2 


35 (:)[متصلة» ومتناقصة لجميع قيم 0 0:0 و متزايدة لجميع قيم 


3-0 


الحاسبة البيانية: حدّد إحدائبي النقطة التي يكون عندها لكل دالة مما 
يأني قيمة قصوى مطلقة إن وجدت. وبيّن نوعها: 


6 3(2+5 -*)2 - )زر 

7 2-1 /(5 + 0.5)2- - تار 

8 65+ 22 - مايه - )ار 

6 - )36 - 205 )9 

0) عد + تير - ودار 

1) سضر: قام عبد الله بتسجيل المسافة الكلية التي قطعها في إحدى 


الرحلات ومثلها بيانيا. أعطٍ أسبابًا توضح اختلاف متوسط معدل 
التغير» ولماذا يكون ثابنًا في فترتين؟ 


المسافة الكلية المقطوعة 


دك 
0 
0 


دهن معنالءع عه بمأكاصذالطا 
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مسائل مهارات التغكير العليا 


مسألة مفتوحة: مثل بيانيًا الدالة (3)/ في كلّ من السؤالين الآنبين. 
2) متصلة 
متزايدة على (4 ,هه-) 
ثابتة على [8 ,4] 
متناقصة على (0ه ,8) 
65-3 
3) لها نقطة عدم اتصال لانهائي عند 2- ح :1 
متزايدة على (2- ,هه-) 
متزايدة على (0ه ,2-) 
6- - (6-)ر 
4) تبرير: /دالة متصلة لها قيمة صغرى محلية عند © > :2 ومتزايدة 
عندما © < 7 . صف سلوك الدالة عندما تزداد < لتقترب من ©. 
وضًح إجابتك. 


5) تحد: إذا كانت ؟ دالة متصلة» وكان 8 ع (4)ع و4- ع (ا)عو, 
فأعط وصمًا لقيمة (0)م حيث 8 > © > 4. وبرّر إجابتك. 


6) تحن: استعمل الحاسبة البيانية لتمثيل الدالة :د ذه > (3)/ بيانياء 
ثم صف القيم القصوى المحلية للدالة. 


7 تبرير: أوجد ميل القاطع المار بالنقطتين ((),4) , ((5,/6) إذا 
كانت ()ثثابتة في الفترة (8 ,4). وضّح إجابتك. 


8) اكتب: صف متوسط معدل تغير الدالة إذا كانت متزايدة أو متناقصة 
أو ثابتة فى فترة معينة. 


حدد ما إذا كانت كل دالة مما يأتي متصلة عند قيمة أو قيم :3 المعطاة معتمدًا 
على اختبار الاتصال. وإذا كانت الدالة غير متصلة فبيّن نوع عدم الاتصال: 
لانهائي» قفزيء قابل للإزالة. (الدرس 1-5) 

9) 3- - 2, 12-2/ - وار 

0 2-3, 1 +2«/ة - 2 


2 
51) 5 - حر 5ق دمر تشحظ - ورا 


مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًا مستعملًا الحاسبة البيانية» ثم حدّد ما إذا كانت 
الدالة زوجية أم فردية أم غير ذلك. وتحقق من إجابتك جبريّاء و إذا كانت 
الدالة زوجية أو فردية فصف تماثل منحنى الدالة. (الدرس 1-2) 


2) تدا - مز 

وه 4ن - ومر 
2 

64 2 - نامو 


6 الفصل1 تحليل الدوال 


أوجد مجال كل دالة مما يأتى: (الدرس 1-1) 


55) عستي - (نار 


5 
56 1/:2-9 - تتاو 
4+2 
7) 00 1 


صف سلوك طرفى التمثيل البيانى لكل دالة مما يأتى: (الدرس 1-53) 
8) قعرة ع اق 19عر د وام 


2+5خم 


7-0 58 


- اع 


0 |3(2-1 -يم )| - مر 


تدرب عل ا حتبان 0 


1) في الشكل أدناه» إذا كان 7 + 0» فأوجد ميل القطعة المستقيمة (1) . 


1 
8 7 - ل 0 6 
2) يوجد للدالة 6 - ع4 - 222 + 3 ح ,1 قيمة عظمى محلية » وقيمة 
صغرى محلية. أوجد قيم :2 التي تكون عندها هذه القيم. 
8 عظمى محلية عند 0.7- بح 6 
صغرى محلية عند 2 بح :1 


8 عظمى محلية عند 0.7- بح :1 
صغرى محلية عند 2- بح :1 
صغرى محلية عند 0.7 بح ع 


© .وهة© 

©608ى*. .*ثىووهة 

0 عظمى محلية عند 2 به : © ©..ى *» 1 2 .ى ©هه© 
صغرى محلية عند 0.7 بح عد وزارة التعليح 
هن لعنالع عه بمأكاصاالطا 
3 - 2021 


القصل 


1 الدروس من 1-1 إلى 1-4 


في كل علاقة مما يأت تي» حدد ما إذا كانت /1 تمثل دالة في :3 : (الدرس 1-1) 


1) 21 ح 7 + ع3 
3 7ع 
4 
+5 | 4 | أإ0] 4 65- 
4 
8 
اعت 522+ 8 - )م فأوجد (2)/. (الدرس 1-1 
0-1 و د ح (2)رء فأوجد (2)/. (الدرس 1-1) 


6) كرة قدم: يعطى ارتفاع كرة قدم عن سطح الأرض عند ضربها من 
قبل حارس مرمى بالدالة 5 + 504 + 81+2- ع (11)7» حيث 
7 ارتفاع الكرة بالأقدام» و الزمن بالثواني. (الدرس 1-1) 
8) أوجد ارتفاع الكرة بعد 3 ثوانٍ. 


) ما مجال هذه الدالة؟ بدّر إجابتك. 


استعمل التمثيل البياني للدالة / أدناه لإيجاد مجالها ومداها في كلّ مما 
يأنتي: (الدرس 1-2) 


7 نغ 


أوجد المقطع /1 والأصفار لكل من الدالتين الآتيتين: (الدرس 1-2) 
9 +162 - تر - وار 0) ديد - 5 - تار 

اختبر تماثل كل من المعادلتين الآتيتين حول المحور :*. والمحور /1» 
و نقطة الأصل. (الدرس 1-2) 


11) 2-9 +12 12) 4 - ربد 


|| ختبار دهده ٠»‏ اله ١‏ 


حدّد ما إذا كانت كل من الدالتين الآتيتين متصلة عند 5 - *. وبرّر إجابتك 
باستعمال اختبار الاتصال. (الدرس 1-3) 


3) 1/122-36 - ال 
04 1 - لال 


عدديًا. (الدرين 5ت 1( 


(16 1 (15 


7-:1122-0.25-+1023-ح-/1 


57) اختيار من متعدد: ما نوع نقطة عدم الاتصال للدالة الممثلة في 
الشكل أدناه عند 1.5  -‏ ؟ (الدرس 1-5) 


غير معرف © قفزي 

8 لانهائي قابل للإزالة 
استعمل التمثيل البيانى لكل دالة أدناه لتقدير الفترات التى تكون فيها الدالة 
متزايدة أو متناقصة أوثاعة مقربة إلى أقرب 0.5 وحنة. ود ةإجا هك عدي 
(الدرس 1-4) 


1 (19 8 


41-1101-1222 
1 


2 


بدة-* - 00 
0) استعمل التمثيل البياني للدالة في السؤال 18 أعلاه» وقدّر قيمة 
التي يكون للدالة عندها قيمة قصوى مقربة إلى أقرب 0.5 
وحدة» 0 0 
عدديًا. (الدرس 1-4) 
21) فيزياء: إذا كانت المسافة التي يقطعها جسم نقافعة من كان مرتفع 
تعطى بالدالة 1617 - ()4», حيث ‏ الزمن بالثراووزار © الالصاطليم 
المتارع بالأقدام. إذا أهملت مقاومة الهواء فأ فأو مم1 0 
في الفترة [0,3]. (الدرس 1-4) 
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حرأ نه 
(فيما سيق: 
درستٌالتمثيلات البيانية تلدوال 
وتحليلها. (الدرس1-4) 


5-7 


* أقومٌ بتعيين الدوال الرئيسة 
(الأم)؛ وأصفهاء وأمثلها 

* أقومٌ بتعيين التحويلات 
الهندسية للدوال الرئيسة 
وأمثلها بيانيًا. 


الدالة الرئيسة (الأم) 
01 اناا لاع هم 
الدائة الثابتة 

010 انا المأكمى) 
الدالة المحايدة 
ملءصن؟ باتامعل1 
الدالة التربيعية 

0 نا عنأ003012 
الدالة التكعيبية 
ناا عأطنه 

دالة الجذر التربيعي 
0ل 100 50031 
دالة المقلوب 

00 نا أهعه ملع 
دالة القيمة المطلقة 
0 ل] عناأهنا عأناأموطة 
الداثئة الدرجية 
01ل معاد 

دالة أكبر عدد صحيح 
0 انا اعمع01ا أوغ]دء اع 
التحويل الهندسي 
000001 
الإزاحة (الانسحاب) 
10 

الاتعكاس 

متنء اع 

التمدد 

مأل 


9 


الملادا زه 


على التحويلات الهندسية. 


دوال العائلة. 


ستدرس في هذا الدرس ثمانية أنواع من الدوال الرئيسة (الأم) الأكثر شيوعًا. ومنها الدوا 


الحدود. 


استشارت شركة عددًا من المختصين حول سبل خفض تكلفة سلعة تنتجها. 
ويبيّن التمثيلان البيانيان في الشكل المجاور تكلفة إنتاج : قطعة من السلعة قبل 
الاستشارة (الخط الأزرق) وبعد الاستشارة (الخط الأحمر). هذان التمثيلان مثال 


الدوال الرئيسة (الأم): عائلة الدوال هى مجموعة دوال تشترك 
منحنياتها في صفة أو أكثر. وتُعرّفٌ الدالة الرئيسة (الأم) على أنها أبسط 
دالة في العائلة» إذ يمكن إجراء تحويلات هندسية عليها لإيجاد باقي 3 


لاوم معنا 
الدوال الرئيسة (الأم) والتحويلات الهندسية 3 


1315 ل0ة كدهأعصنط أمعروجم 


رابط الدرس الرقمي 


3ع .داع أ.للالثالالا 


ل الخطية ودوال كثيرات 


الدوال الرئيسة (الأم) للدوال الخطية ودوال كثيرات الحدود 


تكتب الدالة الثابتة على الصورة © - ()/ حيث © 
عدد حقيقي» وتمثل بمستقيم أفقي. 


يأخن منحنى الدالة التربيعية 2 - ()/ شكل 
الحرف [آ. 


ا 


تكتب دالة الجذر التربيعي على الصورة 
0 < عدر عدا - هال. 


8 الفصل1 تحليل الدوال 


الاة 9:05 6/12/19 


التي إحداثياتها (ه ,4). 


1 
د - نار 


0 


تمر الدالة المحايدة < - (2)/ بجميع النقاط 


الدالة التكعيبية 3د - (2)/ متماثلة بالنسبة 


لنقطة الأصل. 


تكتب داثة المقلوب على الصورة 0 2 عد 
وتكون متماثلة بالنسبة لنقطة الأصل. 


الدالة الرئيسة (الأم) لكل من: دالتي الجذر التربيعي والمقلوب 


د - وى 


م2 


48-57.1000 48 


كما تعد دالة القيمة المطلقة إحدى الدوال الرئيسة (الأم). 


دالة القيمة المطلقة الرئيسة (الأم) 


التعبير اللفظي : يُرمز لدالة القيمة المطلقة: بالرمز |عد| - 00ر2 النموذج 
ويأخد منحناها شكل الحرف 287 وتعرّف على ا لنحو الآتي: 


0 > دا , #«- 
0ع , ديد !- هار 


4 - |4| ,0 ع |0إ,ة ع |5-| 


أما الدالة الدرجية» فهي دالة متعددة التعريف يُشْبه تمثيلها البياني الدرج» ومن الأمثلة المشهورة على هذا النوع دالة 


داله أكبر عدد صحيح 


التعبير اللفظي: يرمز لدالة أكبر عدد صحيح بالرمز [«| - 2/00 النموذج 
وتعرف بأنها أكبر عدد صحيح أقل من أو يساوي :3 . 

أمثلة -1غ1) جه 5 )1] 4 - 

أمثلة : 0 - [ج] ,2- - إ1.5-] ,4- - [4-] 


باستعمال ما تعلمته في الدروس السابقة» فإنه يمكنك وصف خصائص كل دالة من الدوال الرئيسة (الأم). مما 
يساعدك على تعرف منحنيات دوال أكثر تعقيدًا من العاتلة نفسها وتحليلها. 


وصف خصائص الدالة الرئيسة (الأم) 


صف خصائص منحنى الدالة الرئيسة (الأم) د/+ ح (8)/ (في الشكل 1.5.1): المجال والمدى والمقطع :: 
والمقطع /8 والتماثل والاتصال وسلوك طرفي التمثيل البياني وفترات التزايد والتناقص. 


خصائص منحنى دالة الجذر التربيعي (الشكل 1.5.1) هي: 

» مجال الدالة (0ه ,0]» ومداها (6ه ,0]. 

.)0, 0( للمنحنى مقطع واحد عند‎ ٠. 

* المنحنى غير متماثل؛ لذا فإن الدالة ليست زوجية ولا فردية. 
٠‏ المنحنى متصل عند جميع قيم المجال. 

. يبدأ المنحنى عند 0 ح :* وتكون 0ه > (0)/ 1100 . 

.)0, 60( المنحنى متزايد في الفترة‎ ٠. 


أ تحقق من فهمك 
ارسم الدالة المعطاة وحدد المجال والمدى وا لمقطع :وا لمقطع 1 والتماثل والاتصال وسلوك طرفي الت لتمثيا 
البياني وفترات التزايد والتناقص. 6 ّو..ه 
0 اما - ور 221110 
روزارة التعليح 


التحويلات الهندسية : تؤثر التحويلات الهندسية في شكل منحنى الدالة الرئيسة (الأم). فبعض التجويلات تغير ٠»:‏ 
موقع المنحنى فقطء ولا تغير أبعاده أو شكله» وتسمى تحويلات قياسية. وبعضها الآخر يغير شكل المدَاق/وتس 202 
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الانسحاب: 
يمكنك إجراء انسحاب لمنحنى 
دالة باستعمال الحاسية البيانية, 


عوزموم-71 ؛ بعد تمثيل الدالة 
الرئيسة (الأم) 

:11)( 

[1> لإجراء انسحاب مقداره‎ ٠ 

وحدة لأعلى أو لأسفل اضغط على 


المفاتيح: 
١: 60‏ + 10 ؛ 9© 0م 
ه لإجراء انسحاب مقداره 7[ وحدة 


تلليمين أو اليسار اضغط على 
المفاتيح : 


0١ 9‏ © 60 
ستقوم الحاسبة برسم كلا 
الدالتينالرئيسة (الأم) والدالة 
المزاحة على الشاشة نفسها. 


الفصل 1 تحليل الدوال 


الانسحاب (الإزاحة) أحد التحويلات القياسية التى تنقل منحنى الدالة. فالانسحاب الرأسى ينقل منحنى الدالة ث/ إلى 
أعلى أو إلى أسفل» بينما ينقل الانسحاب الأفقى منحنى الدالة إلى اليمين أو إلى اليسار. 


الانسحاب الرأسي والاتنسحاب الأفقي 


الانسحاب الرأسي الانسحاب الأفقي 
منحنى 1 + (2)/ ح (8)ع هو منحنى (32)/ مزاحًا: | منحنى (17 - 2)/ - (8)ع هو منحنى (032/ مزاحًا: 
» ل وحدة إلى أعلى عندما 0 < 2 . * 7 منالوحداتإلىاليمين عندما 0 < 11. 
* |#| منالوحداتإلى أسفل عندما 0 > ع . * |:| منالوحداتإلى اليسار عندما 0 > 1[ . 


1د رو 


١ 1‏ 1 1+ ع) - وماع 


انسحاب منحنى الدالة 


استعمل منحنى الدالة الرئيسة (الأم) || > (02)ث لتمثيل كل دالة من الدوال الآنية بيانيا: 

3 4 + إع«| - )ع 
هذه الدالة على الصورة 4 + (:)/ - (8)2: وعليه فإن منحنى (:)8 هو منحنى |:| - (3)/مزاحًا 4 وحدات 
إلى أعلى كما في الشكل 1.5.2. 

ط) |3 ج+ع]| ع ومع 
هذه الدالة على الصورة (3 + 2)/ - (2)؟ أو [(3-) - ند] - (<)ع. وعليه فإن منحنى (8)3 هو منحنى 
|| - )م مزاحًا 3 وحدات إلى اليسار كما في الشكل 1.5.3. 

©») 2-1 - | ح )عو 
هذه الدالة على الصورة 1 - (2 - 2)/ - ()و. أي أن منحنى (3)ع هو منحنى الدالة |ند| - (36)ر مزاحًا 
وحدتين إلى اليمين ووحدة واحدة إلى أسفل كما في الشكل 1.5.4. 


4 + اعداع ماو 
00 1 0 1 
داك ار اداع وار 
2 0 
اتداح مر 
32 0 2 0 |3+*ا| ممع ١‏ الا 0 
الشكل 1.5.2 الشكل 1.5.3 الكل رط 5:7٠.‏ 
تحقق من فهمك استعمل منحنى الدالة الرئيسة (الأم) 3+ - 20)/ لتمغيل كل دالة من الدوال الآتية ببانيًا .. 
من منحنى الدالة الرئي 2 لتمايل كل اله من الدو التحبنيم 
28 5 ةع 109 228 2 + 8ح مر 2 4ك 23 + عن) عد زيو) ينلع أه ومتكتصاالر 
3 - 2021 


من التحويلات القياسية الأخرى الانعكاسء والذي يكوّن لمنحنى الدالة صورة مرآة بالنسبة لمستقيم محدّد. 


الانعكاس حول المحورين الإحداثيين 


الانعكاس حول المحور 2 الانعكاس حول المحور 1 


منحنى الدالة ()/- ح (82)© هو انعكاس لمنحنى | منحتى الدالة (-)/ ح (32)ع هو انعكاس 
الدالة ()6/ حول المحور 32. لمنحنى الدالة ()/ حول المحور 1. 


0 
وارددن| | أ #0دا)ر- واو 


كن دقِيقًا عند كتابة المعادلة الناتجة عن التحويل الهندسى لدالة» فمثلًا منحنى الدالة 2 + 1 - تد/ه- ع )و يختلف 
عن منحتى الدالة (2 + 1 - 2ز//ه)- ع (مم)ع. 


انسحاب وحدة إلى اليمين:؛ ثم انعكاس لمنحنى 
انسحاب لمنحنى الدالة 6د/د - ()/ وحدة إلى اليمين الدالة */ه > (2) حول المحور * ؛ ثم انسحاب 
ووحدتين إلى اعلى؛ ثم انعكاس حول المحور 2 . وحدكين اك أعلى. 


كتابة معادلات التحويل 


صف العلاقة بين منحنى الدالة 2 > (3)/ (في الشكل 1.5.5) ومنحنى (:)؟ في كل مما يأتي» 
ثم اكتب معادلة () ع : 


6 م 
الشكل 1.5.5 منحنى الدالة ع هو انسحاب لمنحنى 1:2 - ()ر منحنى الدالة بم هو انعكاس لمنحنى 1:2 - (2)[ 
0 بمقدار 5 وحدات إلى اليمين ثم انعكاس حول حول المحور 2 ثم انسحاب وحدتين إلى أعلى» أي 
المحور :دء أي أن 5(2 - 2«)- - (ت)ع . أن 2 + 2 ح (مم)ع. 
تعطق مح كييك 
صف العلاقة بين منحنبي ل > (3)/ و (3)؟ ثم اكتب معادلة (3)© في كل من السؤالين الآنيين : 
6 /1 38 
.وهة© 
ووه 
وزارة التعليح 
دهن معنالءع عه بمأكاصاالطا 
3 - 2021 
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التمدد: 


يظهر التمددان متشابهين 
أحيانًا مثل التوسع الرأسي 
والتضيق الأفقي؛ لذا يصعب 


وصف التمدد الذي طبّق على 
المنحنى؛ وفي هذه الحالة 
عليك المقارنة بين معادلة 
الدالة الناتجة عن التحويل 
والدالة الرئيسة (الأم). 


الفصل 1 تحليل الدوال 


التمدد هو تحويل غير قياسي يؤدي إلى تضيق (ضغط) أو توسع (مط) منحنى الدالة رأسيًا أو أفقيًا. 


التمدد الرأسي والتمدد الأفقي 


التمدد الرأسي 


التمدد الأفقي 


إذا كان 4 عددًا حقيقيًا موجبًاء فإن منحنى الدالة | إذا كان 4 عددًا حقيقيًا موجبًاء فإن منحنى الدالة 
(0)/» ح (داع هو: (ه)/ - )ع هو: 

» توسع رأسي لمنحنى («)/: إذا كانت 1 < 4 . ٠‏ تضيق أفقي لمنحنى (2)/ إذا كانت 1 < 4 . 
» تضيق رأسي لمنحنى (3)/» إذا كانت 1 > © > 0 | * توسع أفقي لمنحنى (8)ثر: إذا كانت 1 > > 0 


1< 4ه ,000١م‏ - تاو 


0 


1 >2 >20,0) 1١م‏ - وناو 
1 


وصف التحويلات الهندسية وتمثيلها 


المستوى الإحداثى. 
1 _- 
6 ا - «دا)ع 


منحنى الدالة ()8 هو تضيق رأسي لمنحنى 35 - ()/؛ لأن 
00 1- قي - )م و1 > 1> 0 


ه) 202) - ع وجراو 


منحنى الدالة (5)ع هو تضييق أفقي لمنحنى 62 - (:)/أولَا؛ لأن 
22 -ح (ددكر,ة - تار وَ 2 > 1. ثم انعكاس حول 
المحور ::؛ لأن (2)/- ح 2:2)- ح (د) ع 


1< م,هتم) رح هداع 


حرا 


1 >2 > 0 ,(بدماكرت 0ام| 
1 


عيّن الدالة الرئيسة (الأم) 7020 للدالة (2)م في كل مما يأتي» ثم صف العلاقة بين المنحنيين» ومثلهما بياننّا في 


تداق مع فياه 
48 إن ل - ومع 8 3+ 2 - ومو 

5 دهن فعنالع عه بمأكاصأالطا 

يمكنك تمثيل الدالة المتعددة التعريف بيانيا باستعمال التحويلات الهندسية التى درستها . 3 - 2021 


تمتيل الدوال متعددة التعريف د بيانيًا 
1->» , 322 

مثّْل الدالة بيانيًا: 4 > :د > 1- , 1- |- صر 
4< , 2-5(3+2) 


فى الفترة (1- ,مه-).ء أمثل الدالة 322 ح /1. 
فى الفترة (4 ,1-]» أمثل الدالة الثابتة 1- ح 1 . 
في الفترة (00 ,4] أمثّل الدالة 2 + 5(5 - :) ح ل[ 


قبع ذائرة مستوسا حت دن من النقطتين (1,3 -)و(1- ,4) ونقطة عند كل من 
(1- ,1-) و (4,1) لأن1- - (1-)رو1 - (4)/. 


أهْ تحققق من فهمك 
2>0 , 5 5->2ج , 6(5+م) 
08 0>12>2 /, 3 58 72>2>-5- , 7 ْ 49 
2< , 3 2< , ند - 4 


يمكنك استعمال التحويلات الهندسية التي : تعلمتها على الدوال التي تمثّل مواقف من واقع الحياة. 
مثال 6 من واقع الحياة التحويلات الهتدسية على الذواق 


كرة قدم: اام ل ا د 
29 22 4+1 + 2ج 3 ح )11 » حيث 11 يمثل ارتفاع الكرة بالياردة عن 


سطح الأرضء وتمثل :2 المسافة الأفقية ية بالياردة التي تقطعها الكرة حيث 0 ل 
الحس > وي صف التحويلات التي د تمت على الدالة 2 
إل الربط مع الحياة الرئيسة (الأم) 2د - 20)/ للحصول على (:1:00. 3 
تأسس الاتحاد العربي السعودي لكرة 1 3 
القدم عام 1956 م؛ وقد انضم إلى أعد كتابة الدالة لتصبح على الصورة / + 7(2/ - :3) 4 > (:1)3/ باستعمال إكمال 5 
الفيفا والاتحاد الآسيوي في العام المربع. 80 60 40 20 
كفنة المسافة الأفقية (بالياردة) 


1 + ع4 + 2 - ع (22)3/ الدالة الأصلية 


1 + 60 - 2 حك - - حل ح4 +22 للد - 
(00و/ظ + 1 + (00و9 + وم - تن لله _ - افو فونه 
15 15 
1+ 30(2 - ج) للد - اكتب 900 + 60 - 2< على صورة مربع كامل ثم بسَّط 


أى أن منحنى (1)3! ينتج من منحنى (30) من خلال التحويلات الآتية على الترتيب: انسحاب 30 وحدة إلى اليمين» 
0 55 95 1 5 1 2 . 3 8 ء, 
وتضييق راسي بمقدار <- » ثم انعكاس حول المحور 3» وانسحاب 61 وحدة إلى أعلى. 


هه ا همومه 


تحقق من فهمك 


6( كهرياء: إذا كانت شدة التيار (1)3 بالأمبير الذي يمر بجهاز (1(171 تعطى بالدالة + ا - ودالك 
حيث :« القدرة بالواط والعدد 11 هو المقاومة بالأوم. 
الما 


6 صف التحويلات التي تمت على الدالة 1/3 - 000 للحصول على الدال 17 ٠‏ 2 
08 اكتب دالة تصف مرور تيار في مصباح مقاومته 15 أوم. 


وزارة التعليح 
ها معنالع عه بمأكاصاالطا 


2021 - 3 
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اتسنا عدر رارف تبي أخرق طي ام هيو الققبية البظلقة . 


التحويلات الهندسية مع دوال القيمة المطلقة 
|20 ) ]| - رماع (اد|), ع «ماع 


تحويلات القيمة المطلقة 
يمكنك ا لتحقق من أثر 
التحويل الهندسي على يُغير هذا التحويل الهندسي أي جزء من منحنى يغير هذا التحويل الهندسي جزء منحنى الدالة 
الدالة يقع تحت المحور : ليصبح فوقه بالانعكاس | الموجودإلى يسار المحور /1 ويضع مكانه 
حول المحور 2. صورة جزء المنحنى الواقع إلى يمين المحور /1 
بالانعكاس حول المحور 1 . 


منحنى القيمة المطلقة 
باستعمال الحاسبة البيانيّة. 
ويمكنك أيضًا تمثيل كلا 
الدالتين في المستوى 


الإحداثي نفسه . 


: وصف التحويلات الهندسية وتمثيلها 
ِ استعمل منحنى الدالة :د4 - 3د ح (30)/ المبين فى الشكل 1.5.6 لتمثيل كل من الدالتين الآتيتين بيانيًا: 
2 7 
انماي] - ماع ط) (إعد|) رع 100 
جه - ترد زرا يقع الجزء السالب من منحنى (3) في الفترتين ضع مكان جزء المنحنى الموجود إلى يسار المحور /1 
الشكل 1.5.6 (2- رهه-) و (2 ,0)؛ لذا يتم عكس هذين الجزآين انعكاس الجزء الموجود إلى يمينه حول المحور /1. 
دون تغيير. 
1 
32 0 
2 / 
|0)/|- 
دار - ناما 
تحقق من فهماء 


استعمل منحنى الدالة 0:)/ في كل من الشكلين أدناه؛ لتمثيل كلّ من الدالتين |0)م/] - 60)ع 
و ([:د|)م/ ح ماما بيانيًا: 


)0 1 ناك 


هن لعنالع عه بمأكاصذالطا 


2021 - 3 


4 الفصل1 تحليل الدوال 


3خ 0 


صف خصائص كل دالة من الدوال الرئيسة (الأم) الآتية: المجال» 
والمدى. والمقطع ند والمقطع /1» والتماثل» والاتصال» وسلوك طرفي 
التمثيل البيانى» وفترات التزايد والتناقص: (مثال 1) 


0 لتادور ©2<6دممر ‏ 6 تديمر 

4 2د - وار 5 ء- نومار 66 دح تمر 
استعمل منحنى الدالة الرئيسة (الأم) #/ه > (3)/ لتمثيل كل من الدالتين 
الآنيتين: (مثال 2) 

0 4 - ندل - ضتاع 

8 7+3- جل - اع 
استعمل الدالة الرئيسة (الأم) ل - 30)/ لتمثيل كل من الدالتين الآتيتين: 
(مثال 2) 

© 1+4 - ومع 
0 4 - جك - ومع 


صف العلاقة بين منحنبي [:3] - (دام و تتام في كلّ من الحالتين 
الآنيتين» ثم اكتب معادلة الدالة (:3) م . (فثال3) 


(12 011 


صف العلاقة بين منحنيي || - (3)/ و (3)م في كل من الحالتين 


الآنيتين» لم اكتب معادلة الدالة )م : (مثال 3) 
15 14 
( 1 ( كو 
)و 4 ومع لل+4 
كمت يبي 8 41 38-1 
4 4 
8 8 


اكتب الدالة الرئيسة (الأم) )/ للدالة (3)م في كل مما يأتي» وصف 
العلاقة بين المنحنيين» ومثلهما في مستوى إحداثي واحد . (مثال 4) 
15) 4 -|3|2 - ود)عى 6) 8 + 31/2 - )ع 

- تاق 8) [6 - 22 - داع 


خختا د ومي 


2+1 
9) 7+ - ح (ت)ع 00 


مثل منحنى كل من الدوال الآتية بيانيًا: (مثال 5) 


-_2 , «2 > -2 
3 , -2 > 2>7 )21 


7<ع , 2-5(2+2) 


66م-> 2 ر, 4 دن 
2) 6>«2>4م , 
4 << , 


- وت)ع 


3- >2 , |5 جا 
25) #23 1ك ر 3-يع4ة 
4< ع2 , له 


4- >ع ر,ر 2 
244) 2>1> 1 ,5 + 33 2 1- (ري)ع 
3< , 1+ إين] 


5) أسعار: يبين الجدول أدناه سعر سلعة منذ عام 1411ه حتى 
1ه . استعمل هذه البيانات لتمثيل دالة درجية. 


العام 1 ]| 1413 | 1416 | 1420 | 1424 | 1426 | 1427 | 1431 
59001 ]| 15 | 17 | 22 | 30 | 32 | 33 | 40 | د55 


رمثال 5) 


6) أعمال: قدمت إحدى شركات الهواتف المحمولة عرضًا لمشتركي 
شبكتها بحيث يدذ فع المشترك مبلعًا ثابنًا شهريًا مقداره 20 ريالاء 
ويدفم 02 ريال مقابل كل دقيقة اتصال . إن تكلفة هذا العرض على 
المشترك تعطى بالدالة [«] 0.2 + 20 > ()0. حيث 2 عدد دقائق 
الاتصال. (مثال 6) 


8 صف التحويلات الهندسية التي تطبق على الدالة الرئيسة (الأم) 
[<] - سه (60)3. 
لس 4" ا" 
تصف تكلفة هذا العرض. 


©» هل يمكن أن تتساوى التكلفة في العرضين؟ وكم يكون عدد 
دقائق الاتصال فى هذه الحالة؟ 


7) فيزياء: إذا علمت أن الطاقة المختزنة فى نابض ماء تعطى بالدالة 
2 - ()ط حيث تقاس الطاقة 2 بالجول» وتقاس المسافة 
د بالمتر. (مثال 6) 


صف التحويل الهندسي الذي تم على الدالة الرئيسة (الأم) 
2 - ()/ للحصول على الدالة (5)2. 


060 ل 
) إذا كانت الطاقة المختزنة في ا“ لخر تسل لثالة 

- ماق تمكل بايا كلمن الدالتين جفيزا راقالتسليحم 

ا ال 
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استعمل منحنى الدالة ل في كل مما يأتي لتمثيل الدالتين 
(د|)/ - مام , | دامر | - (مت)ج بيانيًا: (مثال 3) 


8) ج- وار 

9) بيه - قير - كر د وجل 

0) 15 ك0 1 

1) 2-6 + 2ل - تار 

اكتب الدالة الناتجة عن إجراء التحويلات الهندسية المعطاة على الدالة 

الرئيسة (الأم) في كل من السؤالين الآتيين: 

2 ط - (2)ر: انسحاب 5 وحدات إلى أعلى» و7 وحدات إلى اليسار» 
وتوسع رأسي معامله 2 


فيزياء: إذا كانت المسافة التي يقطعها جسم تعطى بالدالة 

1 3 رك 3 20 - 9)ي حيث وتد المسافة الابتدائية و20 السرعة 
. صف التحويلات الهندسية التي تمت على 
(الأم) 42 - 8)للحصول على 8) في كل مما يأتي: 


4) 2 - م,2 ح وت ,0 ع ود 


الابتدائية و © تسارع الجسم 
الدالة الرئيسة 


6 4 ع مر,8 - و2 ,1 ع ود 
8) اكتب معادلة الدالة (3)م إذا علمت أن منحناها ناتج عن عدة 


تحويلاات هندسية لمنحنى الدالة (تدال وأحد هذه التحويلالات هو 
تضييق رأسي معامله 0.5. 


9) تسوق: توقعت إدارة أحد المجمعات التجارية الجديدة أن يعطى 
عدد المتسوقين بالآلاف بالدالة 1/7 > (:)/ خلال أول ستين 
يومًا من الافتتاح» حيث 2 رقم اليوم بعد الافتتاح» 1 ح :2 يرتبط بيوم 
الافتتاح. اكتب دالة ()ج بدلالة (:3)/ لكل حالة من الحالات الآتية: 


6 زاد عدد الحضور 127 على المتوقع. 
) تأخر موعد الافتتاح 30 يومًا بسبب تأخر أعمال البناء. 


©) نقص عدد المتسوقين 450 عن المتوقع. 


6 الفصل1 تحليل الدوال 


0) اكتب دالة تمثل المنحنى المرسوم: 


1) 4 + )0.257 - )ع 


42) 6- قمرة - ومع 

45) 3+ (5 -)ر- زاع 

44) 1+ 2/0 - ماع 

اسم 4 -- - 00 لتمثيل كل دالة مما يأتي: 

45) 5+ 2/0 - )عو 46) 6+ م)ر3- - (مو 
87) 5- ويهار - جاع 8) 8+ (1 + 22)/- مو 


9) أي تمثيلات متعددة: سوف تستقصي في هذه المسألة بعض 
العمليات على الدوال معتمدًا على الدوال الآتية: 
٠‏ 2+7 + شوح وار 
٠«‏ 3+ 42 -ح (د)و 
٠‏ 10 + نرم + شير ح (نن)ر1 


8) جدوليًاه اختر ثلاث قيم ل4» وأكمل الجدول الآتي: 


100 أ (0)ع + (0)لر 


4 لفظيًا : ماالعلاقة بين )0 (:د)ي لا 
4 جبريًا: أثبت صحة العلاقة التي حصا اه خز: الذرلومرة 
جبريًا. وزارة التعليحم 


دهن معنالع عه بمأكاصأالطا 


2021 - 3 


استعمل التمثيل البياني لكل دالة مما يأتي لتقدير قيمة كلَّ من: المقطع /1» 
والأصفار, ثم تحقق من إجابتك جبريّاء وقرّب النانج إلى أقرب جزء من 
مئة: (الدرس 1-2) 


مسائل مهارات التفكير العليا 


0) اكتشف الخطأ: وَصَف كل من محمد وعبد الملك التحويللات 

الهندسية التي تحث للوصول إلى الدالة [4- | > (ت)ي. فقال 5) 1 

محمد: اي د الرئيسة (الوع) #وخدات إلى 1 

اليسار. وقال عبد الملك: إنه تم سحب الدالة 4 وحدات إلى أعلى. 

فمن منهما كانت إجابته صحيحة؟ برّر إجابتك. +5 /4] 0 4- 8- 
51) قبريرء إذا كانت (3)تردالة فردية وكانت (2)ج انعكاسًا للدالة (قذاكر دك 

حول المبحورمة و ()/ انعكاضًا للدالة )ع حول المحور /[» قما 1 

العلاقة بين (1!):0 , (0/؟ برّر إجابتك. 57 


تبرير: تحقق ما إذا كانت كل من الجملتين صحيحة أحيانًا أو صحيحة 
دائمًا أو ليست صحيحة. وبرّر إجابتك. 


2) إذا كانت (0:)دالة زوجية فإن |0)/| - )/ 
5) إذا كانت (©)تردالة زوجية فإن [0)/| - - د-)م/ 


4) تحدّ: صف التحويلات الهندسية التى تمت على الدالة 65 1 
*/ه > (3)/ للوصول إلى دالة يمر منحناها بالنقطة (6- ,2-). 


5 تبريره وضّح الفرق بين التوسع الرأسي بمعامل مقداره 4» 
والتوسع الأفقي بمعامل مقداره ل . ما التتيجة النهائية بعد إجراء كلّ 
من التحويلين الهندسيين على الدالة نفسها؟ 


222223223222222 ووو 
مراجعة تراكمية 6) ما الفترة التى تتزايد فيها الدالة الممثلة فى الشكل أدناه؟ 


أوجد متوسظ معدل التغير لكل من الدوال الآفية فى القدرة المعطاة: 1 
(الدرس 1-4) 
7) [1,3-],3 دعر + 212 - )و 3 
8) [4,8] ,1 +62 - شر - راع )در 
9) [2,3-] ,4 دعر + شير - تبرج ح (ن)/ م 0م 
1 ل 5200 8 (1,مه) 
حدّد سلوك طرف التمثيل البيانى لكل من الدوال الآنية عندما تقترب :3 من 
ما لانهاية» مستعملًا التبرير المنطقي, وبرّر إجابتك. (الدرس 1-3) © (166-) 
2 (هم,1 
0) 12 - ومو 5-95 
2 
7) مامدى الداة قن د بن ؟ 
61) 25 - وار ل 0 
: م 2207/21 عد | با 
2) جل د زر 
ا 1142418 ا 
© (17<0| نه ل ل 
وزارة التعليح 
0 )0 3 1 | 0 ها معنالع 06 بمأكاصذالطا 
3 - 2021 


الدرس 1-5 الدوال الرئيسة (الأم) والتحويلات الهندسية ‏ 57 


الاظ 9:13 03/03/2020 7 00ن1. 48-57 


رابط الدرس الرقمي 


العمليات على الدوال وتركيب دالتين 
2 5 انا 01 051101م010 300 13]1005عم0 نمأأعمناط 


06 
درست| بجاد قيه الدوال. الملاد:ا زه 
(الدرس 1-1) بلغ عدد الكتب المستعارة من مكتبة الأمير سلمان المركزية في جامعة الملك 
روا لاله 0 كتايًا. م 
" أجري العمليات على ١‏ 5 

الدوان. إذا كانت ()4 و ()8 تمثلان عدد الكتب المفهرسة وعدد الكتب المستعارة 
" أجدُ تركيب الدوال. على الترتيب و تمثل السنة منذ 1425ه» فإن عدد الكتب المفهرسة غير 

ووه المعارة يعطى بالدالة )8 - (4)2 . 

(االمغرداات: رة يعطى بالدالة (8)2 - (4) 
وراك الدالدين العمليات على الدوال: ستتعلمٌ في هذا الدرس إجراءً العمليات الأربع على الدوال. 


5 انا 01 051]100م017) 
العمليات على الدوال 


إذا كانت ع ,كزدالتين يتقاطع مجالاهماء فإننا نعرف عمليات الجمع؛ والضربء والطرح: والقسمة لجميع 
قيم < الموجودة في تقاطع المجالين على النحو الآتي: 


الجمع: داع + (ت)ر - )و + ]) الضرب: ‏ )ع ٠‏ 00/ ح 90020 )/٠‏ 
0 


520 قسمة 8 وى 1 
الطرح: ‏ ©)ع - 60)/ - تالو -)) القسمة: مه 48 - داكا 


في كل من الحالات السابقة مجال الدالة الجديدة يساوي تقاطع مجالي الدالتين/ و ع؛ باستثناء القيم التي تجعل 
20 (:8)3 في دالة القسمة. 


العبليات على الوا 


إذا كانت 5 - :د3 > (2):/ ,2 + تله - (تاع ,بده + 2د - (تاتر, فأوجد كلا من الدوال الآتية ثم حدد مجالها: 


0و +/) «) 1(60-م) 
تع + (2)ر - دازو + ز) )1 - (د) / - ونال - ز) 
(2+عل) + ضيه + 2ع - (5 -32) - (يه + 2 - 
2+2/ة ديه + 2ع - 5 +32 ع4 + شع - 
مجال الدالة “وهو (0ه ,ده-)؛ ومجال الدالة م 5 +2 +2 - 
هو (0ه ,2-] ؛ لذا فإن مجال الدالة (ي + م ) مجال كل من :1 ,/ هو (0ه رده-). 
هو تقاطع مجالي ‏ ,ث/ » وهو (00 ,2-] . لذا فإن مجال (7 - /ر) هو (هه رده-) . 
10 6) 0( ري 
٠‏ 0)] - م( ٠ر)‏ 5-غة د 0م _ 0 
(5 - :د3)(نة + 2) - سي ل ار 


مجال كل من رو 1 هو (60 ,رده-) 

ولكن 0 ح أو 4- - < تيجعلان مقام الدالَ م 
20 - 72 + تبرج - 1 لعن #اقزم :9.0.5 .مه 
0 صفرًا؛ لذا فإن مجال؟ إل لحن :8101 5/* 
مجال كل من 11 ,/ هو (0ه رده )؛ 


لذا فإن مجال [ 0 هو (0ه رهه-) . 9 5 4 7 2 . 7 , ظ د 1 000 0 غ5 دايا 


2021 - 3 


20 - 12:2 + شير5 - توج - 


8 الفصل1 تحليل الدوال 


الا 9:07 6/12/19 8 000غ.58-65 


العمليات على الدوال 
وتركيب دالتين: 
يختلف تركيب الدوال عن 


العمليات عليهاء حيث يتم 
دمج الدالتين معّاء وليس 
مجرد إجراء عمليات مثل 
الجمع أو الطرح أو الضرب 
أوالقسمة. 


ترتيب الدوال عند التركيب 
في معظم الأحيان ع ٠‏ ,0 8 
دالتان مختلفتان. يمعنى آخر إن 
تركيب الدوال ليس إبداليًا. ففي 
المثال 2 

7 + بر8 - 2ج ح تمع ه /] 
لكن 3 - 2:2 ح ()[/ه ي] وهما 
دالتان مختلفتان. والتمثيل البياني 
أدناه يبيّن ذلك. 


١ 10‏ 
7جره- 2د لاا ا 


هه ا همومه 


تَحفة من فهماك 


أوجد 08 , 00( ٠‏ ]) , ناو -]/) , 0( + /) في كل مما يأتي» ثم أوجد مجال كل دالة من الدوال الناتجة. 


18 2م - ول١‏ - مو ,4 - عد - 0 158 تاد ع (مم)ع ر8 - يدم - 2ن د تال 
تركيب الدوال: تنتج الدالة 3(2 - :) ح / من دمج الدالة الخطية 3 - :د - / والدالة التربيعية 2 - /3» لاحظ أن 


عند قيمة دالة أخرى. 


تركيب دالتين 
يعرف تركيب الدالتين /وَ م على النحو الآتي: 
[ماع ]مر ع جمااع ٠‏ /7] 


ويتكون مجال الدالة م 0 / من جميع قيم :ا في مجال 
الدالة بم على أن تكون (2) ع في مجال /. 


مجال / 
[مداعا, - دااع هرا 


تقرأ الدالة بم ه “على النحو/ تركيب م أو/ بعد م. حيث تُطبّقُ الدالة ع أولًا ثم الدالة . 


إذا كانت 1 + 2: - تمر , 4 - مد - (تاىء فأوجد كلّا مما يأتي: 
3) )لع ١ه‏ /] 
[0اى ]رح مازع ٠١‏ /] تعريف ع ٠‏ 1[ 


(4 - يمح 4 -+ - وراع 
1 +42 -») - عوّض (4 - :) بدلًا من +« في 160 
1+ 16+ 2-82 - شك 
77 +82 شي - 


ط) ©)[كره عى] 
[60 راع - 2[ ره ع] تعريف 0 8 


(31+ وو - 1+ 2د وار 
4 - (1 + 2ين) - عوّض (1 + 2) بدلا من ند في 800 
2-3- بسّط 
©) (1)2[ج 5 رآ 00 مف 
٠ 1‏ 9 32 0 9 

أوجد قيمة الدالة 20)[ع © /] التي حصلت عليها في الفرع 2 عندما 2 - مد  .‏ 6 6000.005 
5 - 17+ 8)2 -222) > (2)[؟ ه/] عوّض 2 مكان+ في 17+ +8 - 2ن هزارة التحيقيم 
دهن لعنالءع عه بمأكاصاالطا 
3 - 2021 
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َ 
تحقق من فهماء 
أوجد (1)3؟ ٠‏ /] , 5/2120 ع] , 1)0ع ٠‏ /] في كل مما يأتي: 


2) 22 - 5 ع (راو ,1 + :32 - )ل 28) 2 + دح راو ره - 62 - تال 


بما أن مجال كل من ,م في المثال 2 هو مجموعة الأعداد الحقيقية» فإن مجال م ه كرهو [1 © :د | ند]. 


عند وجود قيود على مجال أو مجال م فإن مجال م ه “ريكون مقيدًا بكل قيم :* في مجال ؟ التي تكون صورها ()8 
موجودةً في مجال /. 


إيجاد دالة التركيب بوجود قيود على المجال 
تحديد مجالي الدالتين: 


د د حدّد مجال الدالة بم © / متضمنا القيود الضرورية؛ ثم أوجد م 0 / في كل من الحالتين الآتيتين: 


الدالتين قبل تركيبهما؛ لأن 
القيود على مجالات الدوال 
قد لا تكون واضحة بعد إجراء 
عملية التركيب وتبسيطها. 


1 


8 2-9مد- () , جامد 


- هار 


لإيجاد مجال م © فإننا نجد قيم 9 - 2 - (3)ع لجميع الأعداد الحقيقية: ثم نجد قيم بج - 02 
لجميع قيم (8)30 التي يمكن حسابها عندما 1- + (3)؟؛ لذا فإننا نستثني من المجال جميع قيم :: التي تجعل 
1- - 9- 2 وهي 221/2 - 10/8+ ح عدء وعليه يكون مجال ع ه تزهو (8 © :1 ,220/2 ع :د | دا . 
نجد الآن (2)[ع ٠‏ /]: 

[0تاى] رع تمزع ه /] تعريف ع ٠‏ 1[ 


(9 )د 2-9 - هاو 


1 1 


- - وض (9 - 22) بدلا من :: في (2) 
كي 257 هد " عوض بدلا من عد في (:2) / 


لاح ظ أن 


اج غير معرّفة عندما 0 - 8 - 2:2, أو عندما 1221/2 > <. ومن ثم يمكن كتابة ‏ 5 / على 


الصورة لح - (2)[ع هثر] ومجالها [8 © :در 2210/2 عد ند | تا. 


28 ير 


ط) 3- جما - ومو ,2 - 2ع وال 
لويجاد بم © /فإننا نجد قيم (:8)3 » لجميع قيم ا حيث 3 < <. ثم نربع كل قيمة من قيم (8)3» ونطرح منها 2. 
لذا فإن مجال م ه كرهو.[1 © 3,1 < + | «) 
نجد الآن ()[ع 5 /]: 


[0)ى]/- (2)[ع 5 ]1 تعريفع5/ 


(3-:/)] - 3- جتلا. - واو 
3(2-2-«/) - عوّض 3 - :1/: بدلا من :د في 10:0 
3-2-2-5 سرح نسشظ 


© ...6ه 

لاحظ أن مجال الدالة 5 - 2 هو مجموعة الأعداد الحقيقية» إلا أن مجال م ه / فى مقالْناءممَيد بامش؟ط : © 
3 < <*؛ لذا فإن دالة التركيب هى 5 - 2 ع (2)[؟ ٠‏ /[] ومجالها [(1 © ,3 < 2 | 3ا. 5000 
عر في بر وزارة التعليح 

دهن فعنالءع عه بمأكاصاالطا 


3 - 2021 
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التحقق: استعمل الحاسبة البيانية لاختبار الإجابة. أدخل الدالة 
-1/2-3(25) ح ()51. فيظهر التمثيل جزءًا من 
المستقيم 5 - « ع /1. استعمل الإمكانات المتاحةفى الحاسبة 
البيانيّة بالذ وال ا مسف و 
واخئر منها ل 1 للق ؛ لمساعدتك على تحديد 
مجال 8 200 
تحقق من فهمك 


58 22-1 - (م)ع , 1 + ندا - ودار 08 + 2م - وو , 2 - وار 


إحدى المهارات المهمة عند دراسة التفاضل والتكامل هي إعادة تفكيك الدالة إلى دالتين أبسط منها “ىق أنه لتفكيك 
دالة مثل 7 » فإنك تجد دالتين (8 ر[مثلًا) بحيث يكون تركيبهما هو 1. 


كتابة الدالة كتركيب دالتين 


أوجد دالتين ؟ , /#بحيث يكون )1ع ٠‏ /] - 2110 وعلى ألا تكون أي منهما الدالة المحايدة < ح- ()1 
في كل مما يأتي: 
50 + :20 + 2:2 ع )رز 

بالتحليل إلى العوامل نكتب الدالة بالشكل: * (5 + )2 ع (25 + :10 + 2 )2 - (ن)ر! 

أي أنه يمكننا كتابة (17:)2 كتركيب للدالتين 22 ح ()/, 5 + د - (8)3» وعندئل: 

اع ه2ر] - [0)و ]مر - 0[2مو]2 - 5(2 + 20 - م1 

)يدول و /د - مرا 

لاحظ أن الدالة 7 يمكن أن تكتب كتركيب دالتين بم رحيث يمكن اختيار د7- > (8)3: وكتابة: 

لتشجلة - م7-/: - تايل وعندئذ: ج - جل - (نتار 


كتاية الدالة كتركيب 
دالتين: 
في المثال 0 يمكنك إيجاد 


دالتين أخريين غير 

ده ع وماررة + :ع (1)و 
بحيث إن: 

1ع م م] ع 1)2؛ وكذلك 
الأمر بالنسبة للفرع 41 


ولع هم - رومع, - لتقل ومو - لتقعلة ‏ رودل - ومرز 


تحقق من فهمك 


ظ 8 1 + 2 - 2ن - (رر1 


وتلا جا حر سيراك سمه 


00 


مثال 5 من واقع الحياة على شكل تركيب دالتين 


مؤثرات حركية: تُصمِّمُ إحدى ألعاب الحاسوب بحيث تبدأ بصورة مستطيلة بعداها 60 بكسل في 20 بكسل. 

ثم يزداد كل بُعد بمقدار 15 بكسل لكل ثانية. 

8) أوجد دالتين تعطى إحداهما مساحة المستطيل 4 كدالة فى عرضه .1 وتعطى الأخرى عرضه بعد ثانية. 
حيث إن طول المستطيل يزيد على عرضه بمقدار 40 بكسل؛ لذا يمكننا كتابة الطول على الصورة 40 + .آ. 
أي أن مساحة المستطيل .401 + 1.2 - (40 + .1) .آ > (4)1؛ حيث 20 < ,1 . وبما أن عرض المستطيل 
يزداد بمقدار 15 بكسل فى الثانية الواحدة» إذن: 154 + 20 > (/).1» حيث ‏ الزمن بالثوانى 0 < + . 


٠‏ © ونكا ل توكسة موت ريه تمكرهرت ن ميهرت سددى 


([8 الربط مع الحياة 


مؤثرات حركية 

يعمل المصممون في العديد 5) أوجد .1 ه 4 . وماذا تمثل هذه الدالة؟ 5 ا 
ن الأعمال لت ؤثرات كه 

ا افانط]قرد مك سويد 211110 

يكون صمو الالعاب فنانين» 152 35 000)) 35 152 + 00) - عوّؤض 1502 + 20) بدلا من .1 في (.44)1 2 مهمع للع 6ه بماكاص تالا 
تلقى أغلبهم تدريبًا في كليات 

5 0 + :1200 + 22512 - بد + 20274 


2 ف 


تمثّل الدالة :1 ه 4 مساحة المستطيل كدالة في الزم.!لدرس 1-6 العمليات على الدوال وتركيب دالتين ‏ 61 


©) كم من الوقت يلزم لتصبح مساحة المستطيل 3 أضعاف مساحته الأصلية؟ 
مساحة المستطيل الأصلي 60 ا 20 وتساوي 1200 بكسل. وتصبح مساحة المستطيل 3 أضعاف مساحته 
الأصلية عندما 3600 - 1200 + +1200 + 22542 - ()1:1 ه 4]. وبحل المعادلة بالنسبة إلى 4 تجد أن 
5 هب + أو 6.88- -ح غ. وبما أن الزمن السالب ليس جزءًا من مجال (/).1» وكذلك ليس جزءًا من مجال 


هه ا مومهم 


تحقق من فهمك 


5) أعمال: أعلن محل تجاري عن خصم مقداره 1596 على ثمن أجهزة الحاسوب لطلاب الجامعات» كما 
وزع قسائم يستفيد حاملها بخصم مقداره 100 ريال من ثمن الحاسوب. 
58 عبر عن هذه البيانات بدالتين © و © . 


8 أوجد (4100 ه ©] و 6100 © 4] . وماذا يعني كلّ منهما؟ 


إك أي التركيبيين 0 0 © أو 2 ٠‏ 4 يعطي سعرًا أقل؟ وضح إجابتك. 


انديس سس 000000 


أوجد دري , 9020 ٠‏ ]) ,)ع - ,/ر) , (د)ك + /) للدالتين 
0) , :)6 . في كل مما يأتي. وحدد مجال كل من الدوال 


الناتحة: (مثال 1) 
) 4+ 2ح وار 2 قر قح وار 
تلد - (نتاقع 2-3 - تاو 


65 6ر5 + شرح )ل 4 + 2 - وار 


2 +2 - )ع 9 ع (ت)ع 

5) 7-«- وار 6 5- ور 

2+7 - )و د + قير - (داو 
6 > - ور 6 2 - هر 
3 - نمع 4# - تمع 


0 8+جلا- وار 


5-3 +2ل/ة ع )و 


0 6+ دل - تر 
4 - عد/ة - )و 


أوجد (1)6ع ه /] , 0/1020 ع] , 120 5 /] لكل زوج من الدوال الآتية. 


رمثال 2) 


1) 3-+2 - )زر 
8- مي4 - (د)ع 


2) 1جعة - 2:2 - وار 
6 + 5«2- ع (ت)عو 


3) 22-16 - (تار 
1 72 + شير - )ع 


14) 4+ 2 - زمر 
2 - مع 
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حدّد مجال م ه ث/ء ثم أوجد م ٠‏ / لكل زوج من الدوال الآتية: (مثال 3) 


5) شب - هار 6) جكب - زمر 
4 - 2 - واو 2+6 - واو 
7 4 دول - وار 8 2ح ور 
4 - 22 - واو د - 6/ة ع (ن)ع 
9) 4ح ومر 0 5 + عل - قار 
8-+2ل/ - )ع 1-عريه4 + 22 - وداو 
1) النظرية النسبية: في النظرية النسبية - 0ل ح ر(م)سن 
١‏ ك1 


2 


حيث © سرعة الضوء وتساوي 300 مليون متر في الثانية» و71 كتلة 
جسم يسير بسرعة © متر في الثانية» وكتلته الأصلية 100168. 


(مثال 4) 


8) هل توجد قيود على مجال الدالة 7/؟ برّر إجابتك. 
ه) أوجد (77:)1000000 , (17)10000 , (7:)10. 


»») صف سلوك طرفي التمثيل البياني للدالة (7:)0 عندما تقترب 


0 من0 من اليسار. 

© .ثو.هه6 

© * ...وه 

© © . ٠* © 

4) اكتب الدالة على صورة تركيب دالتين. 000 
وزارة التعليم 
ها لعنالع عه بمأكاصذالطا 
3 - 2021 


أوجد دالتين ع ,/ لكل ممايأتي بحيث يكون 1060ج ه /] - 1:00 على 
ألا تكون أيّ منهما الدالة المحايدة < - (2) 1 . (مثال 4) 


2) 7س 2 سد يذل - )1 253) 42-8 - وم 


4) 9- تق + 42 - )1 25) [(3)2-9] - (ماز 


6) د ِ 05 37) 43 + يب) ح زرا 


وم لقح ور وم 3+ خم 


0-7 ح )11 


0 ميكانيكا الكم: الى اك لمر حو 01 


ويتحرك بسرعة 7 متر في الثانية بالدالة م -2» حيث / ثابت 
يساوي 10-34 ٠‏ 6.626 . 


8) أوجد دالة تمثل طول الموجة لجسم كتلته 25168 بدلالة 


) هل توجد قيود على مجال الدالة؟ برر إجابتك. 


©») إذا تحرك الجسم بسرعة 8 أمتار في الثانية» فأوجد طول الموجة 


بدلالة 1/. 
4) اكتب الدالة فى الفقرة © على صورة تركيب دالتين. 


1) وظائف: يعمل شخص في قسم المبيعات في إحدى الشركات 
ويتقاضى راتبًا وعمولة سنوية مقدارها 470 من المبيعات التي تزيد 


قيمتها على 300000 ريال. افترض أن 300000 - مد ح ()ر» 
4 ح- (1)2/ . (مثال 5) 


8) إذا كانت قيمة المبيعات () تزيد على 300000 ريال» فهل 


تُمثّل العمولة بالدالة [(7:)0]/أم بالدالة [(2)/]:/؟ برّر إجابتك. 


©) أوجد قيمة العمولة التى يتقاضاها الشخص. إذا كانت مبيعاته 
0 ريال فى تلك السنة. 


أوجد دالتين بم ,/ لكل مما يأتي بحيث يكون (00[ع ه /] - 1:00 على 
ألا تكون أي من الدالتين الدالة المحايدة د - () 1. 


2) 4 - 3ل - دارا 
35) 1-4 - عل - زرا 


- 1/4 )54 


11) > 


أوجد (1 + :)/ , (6-)] , (0.5)/في كلّ مما يأتي مقربًا الناتج إلى أقرب 
جزء من عشرة إذا لزم ذلك: 

5) 4 + 2 - )و ,6 ع ير + 2ن د ناو - )ل 

2 
2 


56) 2 - ومو , + - ل + جح - واو + 00)/ 


7 2 - 1/ا - ضايع كن + لم18 - )رح وداع 


أوجد )71 ه م ه /] في كل مما يأتي: 

38) 8 ++ - وام 9) 5+ جل - )رز 
2-6 - ماع 2-3 - ومع 
3 + تددح م11 - ورا 


40) إذا كانت 2 + :1 > (3)كرء فأوجد (4)2 في كل حالة مما يأتي: 
6+ م + 2ح ماو +م) 
4 1- ما 

41) إذا كانت 46/: - (:2)ل/» فأوجد (:)ج في كل حالة مما يأتي: 
:6| - ازع ه/] 
) 25 + :2002 - ()[كره ع] 

2) إذا كان 42:2 - (©)ثرء فأوجد () في كلّ حالة مما يأتي: 


2ح مازع ]/٠‏ 
ط) عد - رم)إع ١‏ /] 


باستعمال منحنيي الدالتين (:8)3 , (:3)/ الممثلين في الشكل أدناه» أوجد: 


3 (2)(ع +]) 


)/08()4( )5 


4) 4-)(و ه/) 16م 
وزارة التعليم 


حل لعنالع عه بمأكاصذالطا 


2021 - 3 
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9) كيمياء: إذا كان (7)711 معدل سرعة جزيئات غاز عند درجة ©3059 


بالصر كك و رزو 3007 فققة ارورد زورووسدية 


الكتلة المولية للغاز مقاسة بالكيلوجرام لكل مول. 


8) هل توجد قيود على مجال الدالة؟فسّر معناها. 


) أوجد معدل سرعة جزيئات الغاز إذا كانت كتلته المولية 
5 كيلو جرامًا لكل مول عند درجة 3070 . 


©) كيف يتغير معدل سرعة جزيئات غاز عندما تزداد كتلة الغاز 


المولية؟ 
0( اكتب الدالة على صورة تركيب دالتين. 


أوجد ثلاث دوال 11 ,ع ,/» بحيث يكون 11060 ٠‏ ع ه /] - 4)20 


في كل مما يأني : 

0) 42 + 2-7ل/) - )م 51) 52-8 - بال ع )ده 
3 5 4 52 

2 سح حك نام ل 02م 


أوجد /ه م ,م ٠‏ / لكل زوج من الدوال الآتية» وحدّد أية قيود على مجال 
دالة التركيب فى كل حالة: 


54 5+ ع6 - 2ع - )ل 5 6+ 2«/ة - )ار 


3 + 4 + يرل - زر)عو 2 + 1/16 - )ع 


56) */ - 00)/ 5) جكبر - 0ا/ 
2د - و1 - (ماع كب - ونع 


8) 'إويِ تمثيلات متعددة: فى هذه المسألة سوف تستقصى الدالة 
العكسية. 


8) جبريًاه أوجد ع 0 / لكل زوج من 
الدوال فى الجدول المجاور. 


) لفظيّاه صف العلاقة بين تركيب كل 
زوج من الدوال. 


©) بيانيّاه مثل كل زوج من الدوال في المستوى الإحداثي نفسه. 
الواصلة بين النقاط المتناظرة. 
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4) لفظيًا: خمّن معادلة محور الانعكاس. 


©) تحليليًا: ما الدالة الرئيسة (الأم) التي تساوي كل من 
()[كره ع] ,© [ع ٠‏ /]؟ 


؛) تحليليًا: أوجد (3)م بحيث يكون ‏ , 
:د - ()[كره م] > ()[9 5/] في كل مما يأتي. 


6-:*- هار » 7ح ومر 

© عّ- وار 0 22-3- ومر 
مثّل كلا من الدوال الآنية بياني باستعمال 3 
الشكل المجاور. ففى السؤال 59 مثل )ع 


الدوال :1 +/ ,:1 ,/ في المستوى الإحداثي 
نفسه. وهكذا فى الأسئلة 62 -60: 


69 


)/+ (60 )9 


0 ()(/ - 1) 
61) (2ا(ع +/) 


2) تزع + ) 


حدّد مجال كل من دالتي التركيب الآتيتين» باستعمال الشكل الآني: 


65) (ا(ع 5 /) 64 (5/()2 8) 


مسائل مهارات التغكير العليا 


تبرير: في كلّ مما يأتي؛ حدّد ما إذا كانت الدالة ()(9 ٠‏ /) زوجية» 


أم فردية أم غير ذلك. 
5) ؟ ,#دالتان فرديتان. 6) ؟ ,/ردالتان زوجيتان. 
© .وهة© 
5 2 1 ل ا ا 
0 [زوجية:» ؟ فردية. 68 [فرديةة 8 ؤوجية. *. ٠٠٠‏ 
وزارة التعليح 
دهن معنالع عه بمأكاصأالطا 
3 - 2021 


تحدّ؛ في كل مما يأتي» أوجد دالة/ لا تساوي الدالة :* - 100 
بحيث تحقق الشرط المعطى. 


9) مح ١1‏ /) 0) : - نم( ]+ [) 


1) + - (2)[ زه 1] 2) : - (2)[ زه ره 1] 


5) تبرير: حدّد ما إذا كانت الجملة الآتية صحيحة أم خاطتة. 
وبرّر إجابتك. 


"إذا كانت “دالة جذر تربيعي و ؟ دالة تربيعية» فإن 58/ هي دائمًا 
والعظطة" 


4) اكتب: كيف تحدد مجال الدالة (:3)[؟ © /] باستعمال الشكل الآتي: 


]| دن 


ااحعلادهيي 


م 


- 


0 


أوجد القيم القصوى المحلية والمطلقة لكل من الدوال الآنية مقرّبة إلى 
أقرب جزء من مئة» ثم حدّد قيم + التي تقع عندها هذه القيم: (الدرس 1-4) 


5) 4 + 3:2 - 3و2 ع ودار 
6 3 سا يرة + 3 ح ور)و 


2 - تمر كر - )ل 


حدّد الأعداد الصحيحة المتتالية التى تنحصر بينها الأصفار الحقيقية لكل 
دالة مما يأتى فى الفترة المعطاة: (الدرس 1-3) 


12-3 
8) [3,3-], 4 د -00/ 


- تت 2 
9) [1,5] كه - قمع 


0) علاقة: فى إحصائية أجريت لعدد الموظفين من الجنسين 
فئ أحد المستشفيات لعدة سنوات متتالية» كانت نتائجها 
كما في الجدول الآتي: (الدرسن 1-1) 


3) مثل البيانات التي تربط عدد الإناث بعدد الذكور والموجودة 
في الجدول بيانيا. 


8) اكتب مجال العلاقة ومداها. 


»») هل تمثل هذه العلاقة دالة؟ برّر إجابتك. 


اللسسسسْاسة 0 


1 إذا كانت 21 + :9 + 2ير ح (ت)ع , *(5 - :)2 ع (نر)ل 
فإن()[ع ه 7] تساوي: 


م 256 + 2882 + 113:2 + ترع18 + قمر 
8 512 + 576 + 226:2 + 3ر36 + 224 
© 768 + 864 + 339:2 + قري5 + 314 


0 1024 + 1152 + 2ر452 + 5ر72 + 4يني 


2) إذا كان 5- (2)ج ,4- (2,/)3-(3,5)3- (2)/ 
فما قيمة (58[)3/]؟ 


م 2 4 
38 0 5 
© ووهة© 
©#©6ى. * ووه 
©#©. * 6ه 
وزارة التعليح 
دهن معنالءع عه بمأكاصأالطا 
3 - 2021 
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0-0 1 

(فيما سيق: 

درست بحاد تركرت دالشن. 
رست إيجاد تركيب دالتي 
(الدرس 1-6) 


ولاق 


(االمفررداات: 


العلاقة العكسية 


استميل اخشار الخطا 
الأفقي على منحنى الدالة 
لتحديد إن كان لهذه الدالة 
دالة عكسية أم لا. 

أجِد الدالة العكسية جبريًا 


لماع عواعناماً 


الدالة العكسية 


لون انا عك5اعلالاً 


الدالة المتباينة 


0ن انا 006-مادعه 
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الاثم 9:10 


رمز الداله العكسية : 
يجب ألا يحدث لبس بين 


رمز الدالة العكسية (1)0- ث 


ومقلوبالدالة 1 . 
12 


الفصل 1 تحليل الدوال 


201219 


ام 
العلافقات والدوال العكسية 
5 انا ل0طة كمه أأقاع8 عورع ناما 


: ال 


3 نالع . جاع .للا لالالها 


المناذ: 5 
الجدول 8 السعر بعدد التذاكر. لاحظ أن تبديل صفى الجدول ١‏ يُعطى 
الجدول 8. 


الجدول د 
عدد التذاكر 1 ]21 ]| 3 ]|4 |5 
السعر بالريال 5 0 | 15 |20 | 25 


3 5 |10 |15 |20 |25 
عدد التذاكر 1 |2 | 3 |4 |5 


الدائة العكسية: العلاقة في الجدول ‏ تمثل علاقة عكسية للعلاقة في الجدول 8. يقال: إن كلّا من العلاقتين 8 يل 
علاقة عكسية للأخرى إذا وفقط إذا تحقق الشرط التالي: إذا كان الزوج المرتب ( ,4) ينتمي إلى إحدى العلاقتين؛ فإن 
الزوج المرتب (4 ,5) ينتمي إلى العلاقة الأخرى. وإذا مُثلت العلاقة بمعادلة» فيمكن إيجاد علاقتها العكسية بتبديل 


المتغير المستقل بالمتغير التابع» فمثلًا 


لاحظ أن كل علاقة من هاتين العلاقتين المتعاكستين هي انعكاس للأخرى حول المستقيم :: ح /1. هذه العلاقة 
صحيحة بين كل منحنيات العلاقات ومنحنيات علاقاتها العكسية. 

يتضح من تعريف العلاقة العكسية أنه لكل علاقة يوجد علاقة عكسية؛ «الأان اشاب مب عاق دراك أل ب 
علاقاتها العكسية دوال . فإذا كانت العلاقة العكسية لدالة/تمثل دالة سميت الدالة العكسية ل/» ويرمز لها بالرمز 1-/. 
لاحظ في التمثيل البياني أعلاه أن العلاقة الأصلية دالة؛ لأنها تحقّق اختبار الخط الرأسي, إلا أن علاقتها العكسية لا 
تحقو تحقق هذا الاختبار فهي ليست دالة. وبشكل عام» ليس من الضروري أن تكون العلاقة العكسية دالة. 


يقودنا تمثيل العلاقة وعلاقتها العكسية إلى اختبار آخر لتحديد وجود دالة عكسية. 


اختبار الخط الأفقي 


التعبير اللفظي: يوجد للدالة “إدالة عكسية +1 / إذا وفقط إذا كان 
كل خط أففي يتقاطع مع منحنى الدالة عند نقطة 
واحدة على الأكثر. 
بما أنه لا يوجد خط أفقي يقطع منحنى الدالة / 
بأكثر من نقطة؛ فإن الدالة العكسية 1 “ موجودة. لارعورة بح 


2021) 103 


66-73.1000 66 


اختبار الخط الأفقي 
عند استعمال الحاسبة 
البيانية» اختبر بدقة المواقع 
التي يفضل يها اختباز 
الخط الأفقي باستعمال 


أو اضبط الشاشة للتأكد. 


تطبيق اختبار الخط الأفقي 
مثل كا من الدوال الآتية بيانيًا باستعمال الحاسبة البيانيّة. ثم طبّق اختبار الخط الأفقى لتحديد إن كانت الدالة العكسية 
موجودة أم لا. 
|2-1 )| - وار 
يوضح التمثيل البياني للدالة في الشكل المجاور أنه من الممكن 
إيجاد خط أفقي يقطع منحنى (3)/ في أكثر من نقطة» وعليه فإن 1-/ 
غير موجودة. 


0) 12-8 + 622 - ثير ع ومع 


يوضح التمثيل البياني للدالة (:)8 في الشكل المجاور أنه من غير 
الممكن إييجاد خط أفقي يقطع منحنى الدالة (0)# في أكثر من نقطة» 
وعليه فإن1 9 موجودة. 


8 :2+13عر .م ةعرد )رعلا 6.67- 


هك تحقق من فهمك 


08 ل - وما 08 7 مرق + شر د وال 


إيجاد الدالة العكسية : إذا حقّقت الدالة اختبار الخط الأفقى سُميت دالة متباينة؛ لأن كل قيمة ل :« ترتبط بقيمة 
واحدة فقط ل /[. ولا توجد قيمة ل /1 ترتبط بأكثر من قيمة ل:2. 


إذا كانت الدالة متباينة» فإن لها دالة عكسية على أن يكون مجالمساويًا لمدى 1 ومدى /مساويًا لمجال 1-/. 


مدى / 0 مجال / 
اس 3 
0 
مجال 7-1 / مدى 71ل 


لإيجاد الدالة العكسية جبرياء 3 نتبع الخطوات الآتية: 


إيجاد الدالة العكسية 


الخطوة 1: تحقّق من وجود دالة عكسية للدالة المعطاة بالتحقق من أنها متباينة بالاعتماد على اختبار 
الخطالآفقي. 


الخطوة 2: ضع /1 مكان () 2 ثم بدّل موقعي /1 ,ل . 
الخطوة 3: حل المعادلة بالنسبة للمتغير /1؛ ثم ضع ()1 ث/ مكان /1 . 


الخطوة 4: وأكراية شروط على مجال + /. وبيّن أن مجال / يساوي مدى امنسوشين 
مجال " [/. 


وزارة التعليح 


يظهرٌ من الخطوة الأخيرة أن جزءًا فقط من الدالة التى أوجدتها جبريًا قد يكون دالة عكسية للدالة “وكا يج «عوائمةاءا 
مجال عند إيجاد 1- /. ١‏ 3 - 2021 


الدرس 1-7 العلاقات والدوالالعكسية ‏ 67 


إيجاد الدالة العكسية جبريًا 
بط عرصي في كل مما يأتي أوجد الدالة العكسية +- / إن أمكن؛ وحدد مجالها والقيود عليه» وإذا لم يكن ذلك ممكنًا فاكتب 


غير موجودة. 


يقال للدالة التي تكون دالتها 
العكسية موجودة: دالة قابلة 


- هار 


يوضح التمثيل البياني المجاور أن منحنى الدالة يحقق اختبار الخط 
الأفقي؛ لذا فإن/دالة متباينة» وعليه فإن لها دالة عكسية. مجال 
الدالة كر هو (مه ,2-) نا (2- رهه-) ء ومداها 

هو(مه ,1) لا (1,مه-). 

والآن أوجد1-/. ا-7ح7تيياة ب 


1 
2 


2-1 59000000 
0 0 الدالة الأصلية 8 


1- 5 0 
جد - ور عوّض ل بدلًا من (::)/ 


1خلاى. 
2 
17-1 - 22 +21 اضربالطرفين في (2 + /1) ؛ ثم طبق خاصية التوزيع 


بدّل بين 2,10 


1--22- -ح 1 - /301 ١‏ ضعالحدودالتي تحوي /1 في طرف واحد 
1 -+2- - (1 - 1/2 خاصية التوزيع 
22-1 


جك - ور حل بالنسبة 1/3 
لحك (1)2ر 2 عوّض (1)0-/ بدلا من لاحظ أن1 ده 


يظهر من التمثيل البياني أن مجال 1-/ هو (550 ,1) لا (1 رده-)ء 
ومداها هو (0ه ,2-) نا (2- ,هه-) . أي أن مجال ومدى / يساويان 7 


مدى ومجال 1-/ على الترتيب. 
لذا لا حاجة لفرض قيود على مجال 1-/. 


)١‏ 4- 2ل - ودار 


يوضّح الشكل المجاور أن منحنى الدالة بحتى اختبار الم الأغني؛ ‏ تلطه 
5 


لذا فإن الدالة تر متباينة» وعليه فإن لها دالة عكسية. مجال الدالة هو 
(0ه ,4] ومداها (00 ,0] . أوجد 1-/. 4د - )1 
4 - عد/ة ح- تر الدالة الأصلية 8 
و 
4 -+/ 1-1 عوّض ل( بدلا من (:) 1 0 2 
4 - 1/ة - :د بِدّل بين :د وَ /1 5 
4ع رخ ربّع الطرفين 
4 + 2 - رز حل بالنسبة إلى /1 


4 + ير - )1ر2 عوّض (1)0/ بدلا من 


يظهر من التمثيا البياني المجاور أن مجال 1-/ هو (55 رهه-)ء 
ومداها(مه 4] 0 5*0 
مساويًا لمدى وهو ( 600 ب 4] . والآن يصبح 


11) 2+4 


مجال / ومداها مساويان لمدى 2-1 ومجالها على الترتيب؛ لذا فإن مه 
4 + 2ب - (1)0حر ومجالها (8 © 22 ,0 < ند | :د . 1 ل 5 
4 
تحقق من فهماء وزارة التعليح 


حا لعنالءع عه بمأكاصذالطا 
ظ 28) 3+ 16- - 6م كة - مر ©2) 20 - شرل - جر 1443 - 2021 
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إن الدالة العكسية 1-/ تلغي عمل الدالة / والعكس صحيح؛ لذا فإنه يمكننا تعريف الدوال العكسية باستعمال عملية 
التركيب بينهما. 


تركيب الدالة ودالتها العكسية 


تكون كل من الدالتين/ و1 ث» دالة عكسية لللأخرى: إذا وفقط إذا تحقق الشرطان الآتيان: 


« :د - [(1)20-/]/ لجميع قيم :دفي مجال 100-/ . 
ند - [20)م]1-/ لجميع قيم :في مجال 20)/ . 


لاحظ أن تركيب و ات هو الذالة المحايذة: وتُستعملٌ هذه الحقيقة للعحفق من أن كلا من الدالنين دالةعكسية 
للأخرى. 


إثبات أن كل دالة تمثل دالة عكسية لالأخرى 
5 ع 3 6 6 4# 71 2 


أثبت أن ند - [00)واث/ و - [) راع 


[6+4),- زووار [جكجا)ء - [واراء 
5 ىك - 
-57] كك 
وح لقت < ع 4 + 4 اع - 


بما أن :< - [(<)مر]ج - [0د)وآر» فإن كلا من الدالتين (50)ع ,(0:)/تكون دالة 
عكسية للأخرى. ويؤكد التمثيل البياني المجاور هذه الإجابة حيث تنتج كل دالة 5 


من الأخرى بالانعكاس حول المستقيم * - ل[ 


تحقق من فهماء 
أثبت جبريًا أن كلا من الدالتين ع ,/تمثل دالة عكسية للأخرى في كل مما يأتي: 
58) 2 - 6 - (م)ورعة - 18 - 08[ 8 10-+/؛ - (تاع ,0 < 10,2 + ثدح وار 


من الصعب إيجاد الدالة العكسية جبريًا لمعظم الدوال المتباينة» إلا أنه يمكننا تمثيل منحنى الدالة العكسية بانعكاس 
الدالة الأصلية حول المستقيم :د - 0 


الدالة العكسية والقيم 
القصوى 

يكون للدالة المتصلة دالة 
عكسية:؛ إذا وفقط إذا لم يكن 


إيجاد الدالة العكسية بيانيًا 


استعمل التمثيل البياني للدالة (:) “في الشكل 1.7.3 لتمثيل (:5) 1 /. 


مل بيانيًا المستقيم * - [. وعيّن بعض النقاط على منحنى (:)/. أوجد صور هذه النقاط بالانعكاس 
حول المستقيم ا ح /[. ثم صل بينها بمنحنى كصورة في مرآة لمنحنى الدالة (30)/ حول المستقيم : ح /1 
(الشكل 1.7.4). 


لها قيم عظمى أو صغرى 
محلية. فإذا كان للدالة قيم 
عظمى أو صغرى محلية فإن 
الدالة تفشل باختبار الخط 
الأفقي» ومن ثم لا تكون دالة 


رن عن 4 
زت التعليح 
له 416 لع 6ه بمأكاصذا/طا 


2021 - 3 


الشكل 1.7.3 الشكل 1.7.4 
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هه ا مومه 


تحقق من فهمك 


استعمل التمثيل البياني لكل دالة مما يأتي لتمثيل الدالة العكسية لها بيانيا: 
48) 48) 
الت 


4 مثال 5 من واقع الحياة ١‏ استعمال الدالة العكسياة 


أعمال: يتقاضى شخص 16 ريالا عن كل ساعة عمل» ويعمل في الأسبوع عددًا من الساعات لايقل عن 40 
ساعة ولا يزيد على 105 ساعات, ويتقاضى أجرًا إضافيًا مقداره 24 ريالا عن كل ساعة عمل إضافية تزيد على 
الهة ساعة. وينكن حساب دخله الأسبوعي مقابل »د ساعة عمل بالدالة (40 - )24 + 640 ع (:) /. 


8) أثبت أن 70 / موجودة, ثم أوجدها. الدخل الأسبوعي تعامل 
يمكننا تبسيط الدالة لتصبح 960 - :24 + 640 - (:)/ تت 

الربط مع الحياة أو 320 - :24 - (20)/. 
ينص نظام العمل في المملكة على أنه يحقق منحنى الدالة (30)/ اختبار الخط الأفقى؛ لذا فإن (2)لردالة 8 

لا يجوز تشغيل العامل تشغيلًا فعليًا 597 000 1 1 1-م. 3 
أكثر من 8 ساعات في اليوم الواحد إذا متباينة» وعليه تكون دالتها العكسية موجودهة. أوجد 69 ل د 
اعتمد صاحب العمل المعيار اليومي؛ 0 - 242 ح 2 /ر الدالة الأصلية 5 
أو أكثر من 48 ساعة إذا اعتمد المعيار 0 - 242 - را عوّض 1 بدلا من 160 5 
الأسبوعي . 0 - 241 ح عبد بِدّل بين : و /1 0 

241 - 320 + د أضف 320 إل ىالطرفين 
2-0 5 3 100 50 
تتاب حل بالنسبة إلى /1 223000 


ا حلد 5 2 
الدالة الخطية: *- )2/1 عوّض 6-160 بدلا من/ 
يمكنك الحكم بأن منحنى ١ ١‏ 
الدالة الخطية يحقق اختبار ) ماذا تع كل من :دو 0 كر فى الدالة العكسية؟ 


تي فى الدالة العكسية تمثّل ‏ الدخل الأسبوعى بالريال» وتمثّل ()1-/عدد ساعات العمل الأسبوعية. 


إلى رسمه. 


©) حدّد القيود المفروضة على مجال (:3)/ ومجال (1)2-/ إن وجدت؟ وضّح إجابتك. 
الحد الأدنى لساعات العمل الأسبوعية هو 40 ساعة. والحد الأعلى 105 ساعات؛ لذا فإن مجال(2) هو 
[105 ,40]. و بما أن 2200 ع (105)/ , 640 ح (40)/ . فإن مدى () زهو [2200 ,640] » وهو مجال 
الدالة ()1- /ر . 


4) أوجد عدد الساعات 0 اموي أسبوع كان دخله فيه 760 دبالا. 
320 - 00__ 


هه 0 مومه 


د بوكب 

5) توفير: يتبقى لأحمد بعد سداد أقساط منزله وبعض الالتزامات 6590 من راتبه الشهريء فإذا خصّضص 
منها 1800 ريال لنفقات المعيشة» وقدّر أن بإمكانه توفير 2090 من المبلغ المتبقي تقريباء فإن مقدار التوفير 
الشهري يعطى بالدالة: (1800 - :د0.2)0.65 - ()/ء حيث 2 الراتب الشهري. 


08 أثبت أن ()1-/ موجودة, ثم أوجدها. 06 ...6ه 
5 ©" 6ه ...هه 
8) ماذا تمثّل كل من (:)1-/ ,د فى الدالة العكسية؟ 6 
6) حدد أية قيود على كل من مجال (1)3-/, (:)/ إن وجدت. وبرّر إجابتك. وزارة التعليمص 


52008 : ات بالّاة إل 0 ا مهنأ لعنالط عه ومأاكأ لالط 
) إذا وفر ريالا في الشهرء فأوجد راتبه الشهري 3 - 2021 
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32خ 0 


مثل يل من الدوال الآنية بياننًا باستعمال الحاسبة البيانية» در ثم طبق اختبار 
الخط الأفقى لتحديد إن كانت الدالة العكسية موجودة. م رمثال 1) 


1) 9+ 2م + شر د رن © 64 + :162 - 22 د رن 


1 - 4 )4 1 - 32-8 65 

5) 4 + 2«ل/؟ - 66 8+ 2م44 درن 
8 1 

7-7 6 ذم حر 


أوجد الدالة العكسية 1 / في كلّ مما يأتي إن أمكن؛ وحدّد مجالها 
والقيود عليه» وإذا لم يكن ذلك ممكنًا فاكتب غير موجودة. (مثال 2) 
كر 10) شيرق - تيه - زيار 


12) شر - ١/6‏ - هار 


9 «- 22م + 3:24 - 


01 8 ديل - وار 


3) |6 - | - هار 4 كجة - ور 
6 - ا 
35) كب - ()/ 6 جك - ا 
7) كني - ور 8) |4 - عرز + 1 + عرز - ونال 


32 
9) سرعة: تعطى سرعة جسم 1 بالكيلومتر لكل ساعة بالدالة 
حت /1 حيث 1 سرعة الجسم بالميل لكل ساعة. (مثال 2) 
8) أوجد الدالة العكسية ل /[» وماذا يمثل كل متغير فيها؟ 


ك4 مَل كلّا من الدالتين ذ في المستوى الإحداثي نفسه. 
نبت جبريًا أن كلا من الدالتين جر تعئل دالة تكسية للأخرى فى كل مما 
يأقي: (مثال 5) 


0) ودعه - وار 31 0< درة + 3:2- - وار 


كجة - ومو خجة/ - ماع 
2) 0<عرة + 2 - ومر 65م 82 جم - ور 

2 - نني4 /ة - (نت)ع اعرد دم 
4) 6- 3د - ودار 25) جه - ودار 


2 
كجة ل - ومو كنك - ومو 


6) فيزياء: تُعطى طاقة الحركة لجسم متحرك بالجول بالدالة 

7 - (:3) رحيث 11 كتلة الجسم بالكيلوجرام و سرعة 

الجسم بالمتر لكل ثانية. (مثال 3) 

8) أوجد ()1-/ للدالة (:3)/. وماذا يعني كل متغير فيها؟ 

) أثبت أن كلّا من الدالتين (6)2 و (:)1-/ التي حصلت عليها 
تمل ذالة عكسية للأخرى. 

4 مَثّل كلا من ( ()1-/ , ()/ على الشاشة نفسها من الحاسبة 
البيانية عندما تكون كتلة الجسم كيلو جرام واحد. 


استعمل التمثيل البياني أدناه المعطى لكل دالة لتمثل الدالة العكسية لها: 


(مثال 4) 
27( 5 8) 
4 
4 | |0 4| 8- 
4 
مار ->#إناع 
29) 6 


1) وظائف: يعمل فالح في أحد محلات بيع الأحذية خارج أوقات 
دوامه الرسمي مقابل راتب مقداره 420 ريالاً في الأسبوع, ويتقاضى 
أيضًا عمولة مقدارها 596 من قيمة المبيعات. أي أن ما يتقاضاه 
أسبوعيًا يُعطى بالدالة :0.051 + 420 ح (0:)/ حيث تمثل 1 قيمة 
المبيعات. (مثال 5) 

8) أثبت أن الدالة ()1-/موجودة. ثم أوجدها. 
ط) ماذا تمثل كل من (1)0-/ ,د فى الدالة العكسية؟ 
©) حدد أية قيود على كل من مجال (1)3-/ ,(3)/ إن وجدت. 
وبرر إجابتك. 
4 أوجد قيمة مبيعات فالح في الأسبوع الذي يتقاضى فيه 
0 ريالا. 
حدّد ما إذا كانت الدالة العكسية موجودة في كلّ مما يأني أم لا. 


03 32 


)55 1 34 


عد8 | 4 0 #-|) 8- 
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كون جدولًا للدالة 3 / في كل مما يأني إذا كانت موجودة: وإذا لم تكن 
موجودة. فاذكر السبب. 


6 


8) درجات حرارة: تُستعمل الدالة 32 + اج > (0)/ للتحويل من 
درجات الحرارة السيليزية إلى درجات الحرارة الفهرنهايتية» 
وتُستعمل الدالة (459.67 + 0< () للتحويل من درجات 
الحرارة الفهرنهايتية إلى درجات الحرارة المطلقة (كلفن). 

8) أوجد 1-كرء وماذا تمثل هذه الدالة؟ 

4 أفيك أن كاذ من 1-/ ,ر دالة عكسية للأخرىء ومثل منحناهما 
على الشاشة نفسها فى الحاسبة البيانية. 

©) أوجد ()(كره 1)» وماذا تمثل هذه الدالة؟ 

4) إذا كانت درجة الحرارة ©607» فأوجد درجة الحرارة المطلقة 
المقابلة لها. 


ضع قيودًا على مجال كل دالة من الدوال الآنية حتى تصبح دالة متباينة. ثم 
أوجد الدالة العكسية لها: 


17 )0 )39 


4-]|و+ءا- 2 - نار 


)42 1 )41 


عدة | 4 0 4- 8- 


0 4- ات جعا - هار 


3) أزهار: تحتاج فاطمة إلى 75 زهرة لتزيين قاعة في إحدى المناسبات» 
فإذا كان بإمكانها شراء قرنفل بسعر 3 ريالات للزهرة الواحدة وشراء 
جوري بسعر 5 ريالات للزهرة الواحدة» فأجب عما يأتي: 

8) اكتب دالة تمثل التكلفة الكلية لشراء الأزهار. 

©) أوجد الدالة العكسية لدالة التكلفة. وماذا يمثل كل متغير فيها ؟ 

©) حدّد مجال دالة التكلفة» ومجال الدالة العكسية لها. 

“4 إذا كانت التكلفة الكلية لشراء الأزهار 305 ريالات» فكم زهرة 
من القرنفل اشترت؟ 


2 الفصل1 تحليل الدوال 


إذا كانت الدالة 1 ثم موجودة. فاكتب المجال والمدى لكل من + / ,ر/: 
44) 6- 2ل - 2 


45) 9- 2ح وال 


6م لمنتة - ومر 


م خنتق - ومر 


أوجد الدالة العكسية في كل مما يأتي, إن أمكن, ثم مثّل 1-/ ,/ في 
مستوى إحداثى واحد. و اذكر أية قيود على المجال: 


< 4- 2خ 
48 0 1 --_ 
2000 2 ا 10 
عد< 5ط ار 6ل4«2- 
4 - 
0 يويوف , لد 10 


0) اتصالات: أعلنت شركة لبيع أجهزة الهاتف المحمول عن عرض 
مبين في الشكل أدناه. فكانت الشركة تخصم 50 ريالا وتمنح تخفيضًا 
مقداره 1096 من سعر الجهاز الأصلى. 


هركز بيع الها تفببالققال 
0 تخفيضات 
على سعر كل هاتف 


0ريالا خصم عند البيع 


8) اكتب دالة ” لسعر الجهاز بدلالة سعره الأصلي إذا تم خصم 
50 ريالًا فقط. 


«) اكتب دالة 4 لسعر الجهاز بدلالة سعره الأصلي إذا تم منح 
التخفيض (1090) فقط. 


©») اكتب قاعدة تمثل 4 ٠‏ 7 > 7 إذا تم التخفيض ثم الخصم. 
4 أوجد 17-1 » وماذا تمثل؟ 


©) إذا كانت التكلفة الكلية لشراء جهاز بعد التخفيض ثم الخصم 
0 ريالّاء فكم يكون سعره الأصلي؟ 


إذا كانت 6 + :2 ح )ع ,4 - ند8 ح (30)/ فأوجد: 


51) (2) (1تعه 1-م) 


©6 ووهة© 

51 ع كه 

2) 0 (تسمره 1دج) ل لد 
5 وزارة التعليم 
3) 100 (8 5 1) حل لعنالع 6ه بمأكاصذالطا 
3 - 2021 


64 )1 (ره ؟) 


55 أ تمثيلات متعددة : سوف تستقصي في هذه المسألة وجود أو 

عدم وجود دالة عكسية لكل من الدالة الزوجية والدالة الفردية. 

8) بيانيًاه مثل بيانيًا منحنيات ثلاث دوال زوجية مختلفة. هل 
تحقق هذه الدوال اختبار الخط الأفقى؟ 

0) تحليليًاه كون تخميئًا حول وجود أو عدم وجود دالة عكسية 
للدالة الزوجية. أثبت صحة تخمينك بالطريقة الجبرية أو انفه. 

©) بيانيًاه مثل بيانيًا منحنيات ثلاث دوال فردية مختلفة. هل تحقق 
هذه الدوال اختبار الخط الأفقى؟ 


4) تحليليًاه كون تخميئًا حول وجود أو عدم وجود دالة عكسية 
للدالة الفردية. أثبت صحة تخمينك بالطريقة الجبرية أو انفه. 


مسائل مهارات التغكيرالعليا 


6 تبرير: إذا كان للدالة /صفرًا عند 6 ولها دالة عكسية » فما الذي 
يمكنك معرفته عن منحنى الدالة 1-/؟ 


7 اكتب: وضح القيود التي يجب وضعها على مجال الدالة التربيعية 
ليكون لها دالة عكسية. وح بمثال. 
8) تبرير: هل العبارة الآتية صحيحة أم خاطئة. برّر إجابتك. 
”يوجد دالة عكسية لكل دالة خطية “ 


9) تحت إذا كانت 3 ح (23) 1 ,م - 1,3 ح )كر فأوجد قيمة 2. 


0) تبرير: هل توجد دالة (:3)/تحقق اختبار الخط الأفقي» وتحقق 
المعادلتين 0 - صلل 17 - (3)/ حصنا في الوقت نفسه؟ 


لكل زوج من الدوال الآتية» أوجد/ ه ع ,م ه تر ثم أوجد مجال دالة 
التركيب: (الدرس 1-6) 


1 2-9بنح وار 
4 + « ع )و 

2 7- - )1 
6 + +« ع )و 


استعمل منحنى الدالة الرئيسة (الأم) المعطاة لوصف منحنى كل دالة 
مرتبطة بها لكل مما يأتي: (الدرس 1-5) 
35) 2 - (دار 

0.222) دن 

6 2-5(2-2) د رن 


6 322 د رن 


64) قيوت ووز 
6 |3 ة23«|دين 


3مه- در 

© 1(3 + )0.75 7ن 
5) ندا - دار 

دا دن 

© إ5-ع| دن 


» 4 - |1 + 3282| ح 1 


أوجد متوسط معدل التغير لكل دالة فيما يأتي في الفترة المعطاة: 


(الدرس 1-4) 


6) [0,3] د - 3م ح )ا 


7) [5,1-] ,1 + :2 - 4ج - دار 


معد جتان 00( 


8) أي الدوال الآتية تمثّل الدالة العكسية للدالة 32-5 - ون)مر؟ 


2 
ه تخت - ومو 
)© 5+ 22 ع )ع 
م تجت - وميم 


9) إذا كان كل من 7# و 71 عددًا صحيحًا فرديّاء فأي العبارات الآتية 
صحيحة؟ 
4 2 + 112 عدد زوجى 
11) 12+ 712 يقبل القسمة على 4 
11) 2( + 7) يقبل القسمة على 4 


8 [فقط 
© 1و]1فقط صحيحتان 
© 1وآ11فقط صحيحتان 
©8 ووهة© 
© 6ى*. .*ثىووهة 
©ه.. ٠ ٠‏ .هه 
وزارة التعليح 
هن فعنالءع عه بمأكاصذالطا 
3 - 2021 


الدرس 1-7 العلاقات والدوالالعكسية ‏ 73 


دليل الدراسة والمراجعة 


مفاهيم أساسية 

الدوال (الدرس 1-1) 

» المجموعاتالجزثية الشائعة من مجموعة الأعداد الحقيقية 
هى: الأعداد النسبية: الأعداد غير النسبية: الأعداد 
الصحيحة: الأعداد الكلية؛ الأعداد الطبيعية. 

* الدالة هي علاقة تربط كل عنصر في مجالها بعنصر واحد فقط في 
مداها. - 

» يحقق منحنى أي دالة اختبار الخط الرأسي 

تحليل التمثيلات البيانية للدوال والعلاقات (الدرس 1-2) 

» قد تكون المنحنيات متماثلةة حول المحور /21 أو المحور 23 
أو نقطة الأصل. 

© الدالةالزوجية متماثلة حول المحور 1» والدالة الفردية 
متمائلة حول نقطة الأصل. 

الاتصال وسلوك طرغضي التمثيل البياني والنهايات 

(الدرس 1-3) 

© إذا كانت قيم الدالة (:)/ تقت تقترب من قيمة واحدة .1 عندما 
تقترب < من © من الجهتين؛ فنقول: إن نهاية (7)/ عند ما 
تقترب ا من © تساوي .1 . وتكتب .آ - (3)/ 84ذ! . 
قد تكون الدالة غير متصلة» ونوع عدم الاتصال هو لانهائي» أو 
قفزيء أو قابل للإزالة. 

القيم القصوى ومتوسط معدل التغير (الدرس 1-4) 

© تكونالدالة إما متزايدةٌ أو متناقصةً أو ثابتةً على فترات معينة. 

» تتضمن القيم القصوى القيمة العظمى المحلية» والصغرى 
المحلية» والعظمى المطلقة؛ والصغرى المطلقة. 

» يعطى متوسط معدل التغير بين نقطتين بالقاعدة 
و( ] - (ينتار 


20 - و2 دعيو 
الدالة الرئيسة (الأم) والتحويلات الهندسية 
(الدرس 1-5) 
تتضمن التحويلات الهندسية على الدالة الرئيسة (الأم) : 
الانسحابء الانعكاسء» التمدد. 
العمليات على الدوال وتركيب دالتين (الدرس 1-6) 
إن حاصل جمع؛ وطرح؛ وضربء وقسمة؛ وتركيب أي دالتين ينتج 


دوال جديدة . 


العلاقات والدوال العكسية (الدرس 1-7) 


٠.‏ تكون كل من العلاقتين 8 ,4 عكسية الأخرى إذا وفقط إذا 
وجد (© ,) في إحداهما فإنه يوجد (6 ,4) في الأخرى. 

٠‏ تكون كل من الدالتين 1 / ,// عكسية الأخرى إذا وفقط إذا 
كان ند - [20)/ ]1 ررد - [60 17-1 /. 


4 الفصل1 تحليل الدوال 


المفردات 

الصفة المميزة للمجموعة (ص.10) 
رمزالفترة (ص.11) 

الدائة رص.11) 

رمزالدالة رص. 3آ1) 

المتغير المستقل (ص. 13) 
المتغيرالتايع (ص. 13) 

الدالة متعددة التعريف (ص.14) 
الأصفار (ص.20) 

الجذور (ص.20) 

التماثل حول مستقيم (ص. 21) 
التماثل حول نقطة (ص.21) 
الدالةالزوجية (ص.23) 
الدالةالفردية (ص. 23) 
الدالةالمتصلة (ص.28) 

النهاية (ص. 28) 

الدالة غير المتصلة (ص. 28) 

عدم الاتصال اللانهائي (ص. 28) 
عدم الاتصال القفزي (ص. 28) 

عدم الاتصال القابل للاإزاثة (ص. 28) 
عدم الاتصال غير قابل 

للإزالة (ص.31) 

سلوك طرفي التمثيل البياني (ص. 32) 
المتزايدة (ص.38) 

المتناقصة (ص. 38) 

الثابتة (ص.38) 


اختبر مفرداتك 


النقطة الحرجة (ص. 40) 
العظمى (ص. 40) 

الصغرى (ص. 40) 

القصوى (ص. 40) 

متوسط معدل التغير (ص. 42) 
القاطع (ص. 42) 
الدالةالرئيسة (الأم) (ص.48) 
الدالة الثابتة (ص. 48) 
الدالةالمحايدة (ص. 48) 
الدالةالتربيعية ([ص. 48) 
الدالةالتكعيبية (ص. 48) 
دالة الجذر التربيعي (ص. 48) 
دالة المقلوب (ص. 48) 

دالة القيمة المطلقة (ص. 49) 
الدالةالدرجية (ص. 49) 

دالة أكبر عدد صحيح (ص. 49) 
التحويل الهندسي (ص. 49) 
الانسحاب (ص.50) 

الانعكاس (ص.51) 

التمدد (ص.52) 

تركيب دالتين (ص. 59) 
العالاقة العكسية (ص. 66) 
الدالةالعكسية (ص. 66) 
الدالةالمتباينة رص. 67) 


حدّد ما إذا كانت كل جملة مما يأتي صحيحة أو غير صحيحة؛ وإذا كانت 
غير صحيحة. فاستبدل المفردة التي تحتها خط حتى تصبح صحيحة. 
1) تعين الدالة لكل عنصر في مجالها عنصرًا واحدًا فقط في مداها. 
© المنحنيات المتماثلة حول نقطة يمكن تدويرها “180 حول النقطة» 


فتبدو كأنها لم تتغير. 


5) للدالة الفردية نقطة تماثل. 


4) لا يتضمن منحنى الدالة المتصلة فجوةً أو انقطاعًا. 
5) الدالة الفردية متماثلة حول المحور /1. 
6 الدالة () التي تناقص قيمها مع تزايد قيم تقويمي دالة متلاي. 


7 تتضمن ا 


لدالة قيمًا عظمى وي 


[ لس لي ترام مرر .د لسر لال ل اليم 
09 تحقق الدالة المتباينة اختبار الخط الأفقي. وراك 


0) الدالة المتباينة لها محور تماثل. 


دهن معنالع عه بمأكاصاالطا 


2021 - 3 


2" الدوال (الصفحات 10-17) 


في كل علاقة مما يأتي. حدد ما إذا كانت / دالة في 2 أم لا: 
11) 2-18 -جر3 12) 4 دع تن 


)14 


إذا كانت 4 + و3 - 62د - :)مر فأوجد كلا من القيمتين الآنيتين: 


5) (065/ 6) (ة-ا)ر 


أوجد مجال كل دالة من الدوال الآنية: 


7) 172+1- ثية ح ()مر 18) 62-3/ة- 
ح داه 


09 ع تلح (مارم 


8) 


في العلاقة :د - 8 - 1/2 حدد ما إذا كانت /8 تمثل دالة في : أم لا: 
حل بالنسبة إلى /1. 
بو 1/28 الدالةالأصلية 
172-2+8 أضف 8 للطرفين 
8+ علج د رن خةالجدوالترييعى للطرقين 
في هذه العلاقة» /1 لا تمثل دالة في المتغير :؛ لأن كل قيمة ل أكبر من 
8- ترتبط بقيمتين من قيم ل[. 


إذا كانت 6 - ,نر + 3:2 ح (8)ع» فأوجد (2)ه. 

عوض 2 مكان :3 في العبارة: 6و نك 3:2 
3)02+2-6- د )عم دوعو 

57 --12+2-6---6 


1-2 ء. تحليل التمثيلات البيانية للدوال والعلاقات (الصفحات 27 - 18) 


استعمل التمثيل البياني لإيجاد مجال كل دالة ومداها في كل مما يأتي: 


22 1 21 


١ 


سكيد والأصفار لكل دالة مما يأتي: 
5 ميد - وال 344) 27 جم شر - 0 


7ت 


5) 162 - تدع وار 26 


1 


0 


استعمل التمثيل البياني للدالة 12 + 2ر8 5م - 0ا/ 
لإيجاد مقطعها /8 وأصفارها. ثم أوجد هذه القيم جبريًا. 
التقدير بيانيًا: 

يتضح من الشكل أن منحنى (3) يقطع 
المحور /1 عند (0 ,0)؛ لذا فإن المقطع /1 
هو0. 

المقاطع +: (أصفار الدالة) تبدو قريبةً من 
0/6 


الحل جبريًا : 

لإيجاد المقطع /1» أوجد (0)/. 
03-8.02+12.0-0-(0)/ 
حلل المعادلة المرتبطة بالدالة إلى العوامل ؟ لإعجاد, أصنياو للواقة. 
(12 + ع8 - 2ع - 0 00006 م 
(6-*) (2 -2)ع - 

أصفار الدالة /رهي 2,6 ,0. 


الفصل 1 دليل الدراسة والمراجعة ‏ 75 


دليل الدراسة والمراجعةهة 


5 الاتصال والنهايات (الصفحات 28-37) 


حدد ما إذا كانت كل دالة مما يأتي متصلة عند قيم :3 المعطاة. وبرر 
إجابتك باستعمال اختبار الاتصال. وإذا كانت الدالة غير متصلة فبيّن نوع 
37) 4 ح مور ينة - 2 - ال 


8) 10 - 2 , 4 - 22 /ة - 00 /ر 


هه - 2 - 
9 ) 0,2-7- مرجت - وار 


حدد ما إذا كانت الدالة لَب ح (2)/ متصلة عند 4 > م« ,0 ح مد . 
وبرر إجابتك باستعمال اختبار الاتصال. وإذا كانت الدالة غير متصلة 
5- - (0)ر لذلك /معرفة عند 0. وتقترب قيم الدالة من 0.25- 
عندما تقترب 2 من 0 . 


2 
0 4 :2 , 2 -2, 3-2 
( حتي - 0)/ 
اح 1221 .م 


١ 32-1‏ 0-0 بم أن 0.25- - (0.25,7/)0- - )م سنا فإن ()/ متصلة 
2-21 .20 


عند 2210 
1 بما أن غير معرفة عند 4 ح :1 فإن غير متصلة عند 4 وهو 
استعمل التمثيل البياني لكل من الدالتين الآتيتين لوصف سلوك طرفي عدم اتصال لا نهائي. 

التمثيل البياني لكل منهما: 

2 5) 
استعمل التمثيل البياني للدالة: 

1 +52 - 4ر2 - وام 
لوصف سلوك طرفي التمثيل البياني. 


اختبر منحنى (1)3. 
عندما مه ج ندء فإن مه- جب (3)/ 


عندما مه- جح تندء فإن مه- جب (0)/ر 


استعمل التمثيل البيانى لكل من الدالتين الآتيتين لتقدير الفترات ! 
ب سن ي من 7 كت 50 إلى 0 5 3 5 _- ديات 5 00 
أقرب 0.5 وحدة التي تكون فيها الدالة متزايدة أو متناقصة أو ثابتة. ثم استعمل التمثيل البياني للدالة د - © > (2) لتقدير الفترات إلى 


الى 0 ا أقرب 0.5 وحدة التى تكون فيها الدالة متزايدة أو متناقصة أو ثابتة. ؟ 
قدر إلى أقرب 0.5 وحدة القيم القصوى للدالة» وبين نوعها. قدر إلى أقرب 0:5 رحدة القيم القصوى للدالة؛ وبين نوعها. ص 
34 55 

» الدالة متزايدة فى الفترة (1- ,مه-)‎ 8 ١ 2. ١ 
ومتناقصة في الفترة (1 ,1-)» ومتزايدة‎ 4 
. )1, 60( في الفترة‎ 
» )-1,3( للدالة قيمة عظمى محلية عند‎ 
. )1, -3( وقيمة صغرى محلية عند‎ 8 


أوجد متوسط معدل التغير لكل من الدالتين الآتيتين في الفترة المعطاة: 
6 [1,]0,2 +2 3 + 3د - )م 


577 [3 ,5-] ر5 + و2 + شير - 100 


6 الفصل1 تحليل الدوال 


| 1-5 هج الدوال الرتئيسة (الأم) والتحويلات الهندسية (الصفحات 57 - 48) 


أوجد الدالة الرئيسة (الأم) (3)/ للدالة :)8 في كل مما يأتي» وَصِف 
العلاقة بين منحنبي الدالتين» ثم مثلهما في مستوى إحداثي واحد. 
8 2 + 2-3/ اح )ىو 59) 2-6(2-5)- - تع 


م) جلمد - 0و 400 3+ إم- هام 


صف العلاقة بين الدالتين )ع , ايه حت )6 في كل مما يأتي» ثم 
اكتب معادلة الدالة )ع . 


45 )42 


أوجد الدالة الرئيسة (الأم) 20م للدالة 7+ |3 - عدا ح (تتام, 
وصف العلاقة بين منحنبي الدالتين» ثم مثلهما في مستوى إحداثي واحد. 
الدالة الرئيسة (الأم) ل )8 
هي |:| - (:3)/. ينتج منحنى 
الدالة بم من منحنى الدالة /ر 
بانعكاس حول المحور 1 » 8 
وانسحاب مقداره 3 وحدات 


إلى اليمين» وانسحاب مقداره 


2-3]+7 


59ذ5و العمليات على الدوال وتركيب دالتين (الصفحات 65- 58) 


أوجد (2) 8 ,930 ٠‏ /) ,)0 - ث/) ,0000© + /) لكل من الدالتين 
)ع , )م فيما يأني . ثم اكتب مجال الدالة الناتجة. 
45) 1- ثيه - نر 

52-1 ع وت)ع 


4د ممر 


- ومو 


1 


44) 3 +2- 200 
6 عر4 + 21:2 ح وت)ع 


6 5 + شه - تر د زرا 
3- تمه - )و 


أوجد (1)2؟ ه /] ,(1)30/ ه ؟آ ,()1 ٠‏ /] لكل دالتين من الدوال الآنية: 
8 22-8 - اع ,11 - نيك - 00 
9) 2-5 ع (ع ,8 + 22 + ثر ع )زر 


0 22 - )4,5 +3 ميد 1 


اكتب مجال م ه /متضمنًا أية قيود إذا لزم؛ ثم أوجد ع ه . 


2 2 - 2ل ح 0 
62-7 - (ن)ع 


1 
61 جب - (دال 
22-6 ع (يتت)ع 


إذا كانت 7 + 2« ح (8)ع ,1 - 5د ح )ثرء فأوجد 
ري , 900220 ٠‏ []/) , 20( - ]ر) ,داك د را ثم اكتب محال الدالة 
الناتجة. 
تع + هار - (م)(ع + ) 
(2+7*) + (1 - تج - 
6 + 2ج + 3د 
مجال (2)(؟ + /) هو [1 © 2 | :دا. 
تع - هار - (م)(و - ) 
(7+ 2 -(235-1ن) - 
8ج تود 
مجال (9()2 -/) هو [1 © 2< | :3]. 
تاج ١‏ (0)] - م( ١‏ 
(23-1()2+7م) - 
7ع س و7 + 4م - 
مجال 6)(ج )/٠‏ هو (12 © * | :د). 
2-1 لفاك 0 


2+7 و 5/7 


5 
مجال 8 هو [8 © :د,7- و د | نا . وزارة ال 


0 لعنالع 6ه بم أكاص ايا 


الفصل 1 دليل الدراسة والمراجعة ‏ #77 


أؤعنف الدالة المكسة فى كز مناياق: إن أمكن: ثم مغل 1- ,]في 
3 - 1 
5 3-+20/2 - 1 
مثّل كل دالة من الدوال الآتية باستعمال الحاسبة البيانية» واختبر ما إذا 
كان المعكوس يمثّل دالةَ أم لا. 

7 6ع اع - وار 8) د - وار 

3 - ا 
59 7 - تار 0) كيد - تر ح تر 


4 8 +دع«4- 


0 4-3 )56 


أوجد الدالة العكسية للدالة 9 - 35ير ح رن . 


بدّل مكاني /1 ,1 لتحصل على المعادلة 9 - 1 ح د ثم حل بالنسبة 
إلى /1. 
2-1739 

7 ح و دير 


اح وسيل 
أي أن الدالة العكسية هي 9 + عل - /1. 


تطبيقات ومسائل 


1) الهواتف المحمولة: قدمت إحدى شركات الاتصالات عرضًا 
على الهواتف المحمولة بحيث يدفع المشترك 40 ريالًا في الشهر. 
ويتضمن ذلك 500 دقيقة مكالمات نهارية مجانية كحد أقصى خلال 
الشهرء ويدفع 0.2 ريال عن كل دقيقة نهارية تزيد على 500 دقيقة. 
(الدرس 1-1) 

8) اكتب الدالة ()7 للتكلفة الشهرية لإجراء مكالمات نهارية مدتها 
دقيقة. 

8) كم سيدفع مشترك إذا أجرى مكالمات نهارية مدتها 450 دقيقةً 
0 دقيقة؟ 

©) مثل الدالة (30)م بيانيًا. 

2) أعمال: يبين التمثيل البياني أدناه الدخل الذي حققه متجر صغير في 
الفترة من عام 1434 ه إلى 1440 ه (الدرس 1-2) 


الدخل (بعشرات آلاف الريالات) 


7 6 5 4 3 2 1 
السنوات منن 1433 ه 


8) قدّر دخل المتجر سنة 1437.ه 

0) قدَّر السنة التي حقق فيها المتجر دخلا مقداره 100000 ريال. 
3 رواتب: بعد 5 سنوات من عمل وليد في إحدى الشركات تقاضى 

وبادة على راتبه مقدارها 1500 ريال شهريًا. هل الدالة التي تمثل 

راتب وليد متصلة أم غير متصلة؟ برّر إجابتك. (الدرس 1-3) 


8 الفصل1 تحليل الدوال 


4) كرة قدم: يبين الجدول أدناه عدد الأهداف التي سجلها لاعب في 
خمسة مواسم كروية. (الدرس 1-4) 
الستهة 1033 1434 104355 1036 1037 
عدد الأهداف 5 36 23 42 42 


3) وضح لماذا يمثّل عدد الأهداف عام 1435 ه قيمةٌ صغرى 
©) إذا كان متوسط معدل التغير لعدد الأهداف بين عامى 1437 


و1440ه يساوي 5 أهداف لكل عام. فكم هدقًا سجل اللاعب 
عام 1440 ه ؟ 


5) فيزياء: زُمى حجر أفقيًا من على حافة جرف» وكان مقدار سرعته 
معطى بالدالة: 49 + 1/)9.8822 - فك . حيث : الزمن بالثواني» 
()0 السرعة بالمتر لكل ثانية. مثل بيانيا دالة السرعة خلال أول 
6 ثوانٍ من رمي الحجر. (الدرس 1-5) 

6) ثقافة مالية: إذا كان ثمن شريحة الإنترنت 500 ريال. 
وقدمت إحدى الشركات العرض التالي: خصم 107 من ثمن 
الشرييةة و20 ربالا عند تقعيلها. كم سيكون من الشريحة يعد 
تفعيلها. (الدرس 1-6) 

7) ققياس: تذكر أن 1 بوصةً تساوي 2.54 سم تقريبًا. (الدرس 1-7) 


إلى السنتمترات المربعة. 07 55 
8) أوجد 4-100 لتحويل مساحة مستطيل ون للشسمتزات المرجعة 
إلى البوصات المربعة. 1 
وزارة التعليحص 
ها معنالءع عه بمأكاصذالطا 
3 - 2021 


فى كل علاقة مما يأتى» حدد ما إذا كانت /1 تمثل دالة فى 3: 
41 1-2-5 2( 1 


١/223 65‏ رن 


موقف سيارات: يتقاضى موقف للسيارات مبلغ 3 ريالات مقابل 
كل ساعة أو جزءٍ من الساعة لأول ثلاث ساعاتء فإذا زادت المدة 
عن الثلاث ساعات. فإنه يتقاضى 15 ريالا عن المدة كلها. 
8) اكتب دالة (0)© تمثّل تكلفة وقوف سيارة مدة :3 من الساعات. 
ط) أوجد (0»)2.5. 
©) عين مجال الدالة ()0» وبرر إجابتك. 


حدد مجال كل دالة من الدالتين الممثلتين أدناه ومداها: 
5 6 1ع 


أوجد المقطع /1 والأصفار لكل دالة من الدالتين الآتيتين: 
7 12 مق د شيه - وار 8 :3 + شيره + قير د وجال 


9 اختيار من متعدد: أي العلاقات الآتية متماثلة حول المحور 1د ؟ 
م 2--22م © امد دن 
1: 8 - تير 0 4- - 2- 

حدّد ما إذا كانت كل من الدالتين الآتيتين متصلة عند 3 ح :د ء وإذا كانت 


3 إن 202 _- 
9 3< , و |- 0 


- وار 


2-3 
11 
2-9 ( 


أوجد متوسط معدل التغير لكل دالة من الدالتين الآتبتين فى الفترة [6 ,2-]: 


12) 2ه + 4د - وار 3) 3+ 2ل - هار 


استعمل منحنى كل من الدالتين الآتيتين لتقدير الفترات التى تكون عندها 


الدالة متزايدة أو متناقصة إلى أقرب 0.5 وحدة. 


1 (15 1 )14 


6) استعمل التمثيل البياني للدالة في السوال 14 أعلاهء وقدّر 
قيمة * التي يكون للدالة عندها قيمة قصوى مقربة إلى أقرب 
5 وحدة» وبِيّن نوعها. 

7) اختيار من متعدد: أي الدوال الآتية 
يمثلها التمثيل البياني المجاور؟ 
ه 2-4-3 - ور 
8 3+ |4 -ع]| ع تر 
© 4-3 +ع - وار 


0 4+3 + جم وار 


8) عيّن الدالة الرئيسة (الأم)(2)/ للدالة 3(5 + )- ح (2)ى, ثم مثّل 
الدالة («)م بيانيًا 


إذا كانت 6 - :د ح :)م , 36 - 12 ح («)ع , فأوجد كل دالة من 

الدالتين الآتيتين» ثم أوجد مجالها. 

19( ا 0 6[ ره ع ] 

21) درجة الحرارة: تستعمل معظم دول العالم الدرجات السيليزية © 
لقياس درجة الحرارة. والمعادلة التي تربط بين درجات الحرارة 
السيليزية © والفهرنهايتية 1 هي 32 + 20 ح 2 . 

8) اكتب © كدالة بالنسبة إلى 12. 
) أوجد دالتين/ و م بحيث يكون (©8[)0 ٠‏ /] - © . 


يّن ما إذا كان للدالة دالة عكسية أم لاافي كل مما يأتي» أوجدها في حالة 
وجودهاء وحدّد أية قيود على مجالها. 


2 25 - م - ور قم 1 
4) عد - 4د - وار 5) 16 - 2«هزاز(ة/لتعليم 
دهن معنلع عه بمأكاصذالطة 


3 - 2021 
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درست تمشل دوال كشراك 
الحدود وتحويلاتها بيانيًا. 


# أتعرّف الدوال الأسية 
واللوغاريتمية. 
أمثل الدوال الأسّية 
واللوغاريتمية بيانيًا. 

أحل مسائل باستعمال 
الدوال الأسية 
واللوغاريتمية. 

أحل معادلات ومتباينات 
أسية ولوغاريتمية. 


الملا (؟ 


لل علوم: ترتبط العلوم 
والرياضيات ارتياطا 
وثيمًا. ويظهر ذلك جليًا 

في الفيزياء والكيمياء 
والأحياء. وغيرها. وتحتاج 
هذه الفروع إلى مهارات 
رياضية عالية. وستتعلم في 
هذا الفصل جوانب رياضية 
ذات صلة قوية بعلوم: 
الحاسوبء والفيروسات» 
والحشراتء ونمو البكتيرياء 
وانقسام الخلاياء وعلم 
الفلك؛ والأعاصيرء والهزات 
الأرضية. 

قراءة سابقة: اكتب قائمة 
بما تعرفه حول الععللاقات 
والدوال» ثم تنبأ بما ستتعلمه 
في هذا الفصل. 


50 


العلاقات والدوال الأسية واللوغاريتمية 


15 نا 300 211015أع!! عاتنط ا تدع0] 00ت أدتأقع ممع 


الفصل 2 العلاقات والدوال الآسية واللوغاريتمية 


تشخيص الاستعداد: للتأكد من المتطلبات السابقة» أجب عن 


أسئلة الاختبار السريع الآتي: 


بسَط كل عبارة مما يأتي مفترضًا أن أيّا من المتغيرات لا يساوي صفرًا: 


1) توتمكو 
2 3ر2 


( 45 
6ر162 


ات 
3615 
كثافة : تُعرّف الكثافة بأنها ناتج قسمة الكتلة على 


الحجم. فإذا كانت كتلة جسم 1038 »ا 75 
وحجمه تحص 103 2< 1.5 » فما كثافته؟ 


أوجد الدالة العكسية لكل دالة مما يأتي: 
6) 2+5 2 - هر 7 3ت )زر 


8 «4- - وار 8 3- 0 - نار 


- ور 11( 4 + 1 در 


حدد ما إذا كانت كل دالتين مما يأتي دالة عكسية للأخرى, أم لا. وضح 

إجابتك: 

2) 6-+ «- زمر 
6 + « - )8 


5) 2+5 2 - ور 
22-5 -ح وت)ع 


14) طعام: تكلف شطيرة الجبنة 4 ريالات» وتكلف كل إضافة 


عليها 0.5 ريال. فإذا كانت الدالة 4 + :د 0.5 ح (2)/تمثل تكلفة 


الشطيرة مضافًا إليها :ا من الإضافات» فأوجد ()1- 4 موضحًا 
ماذا تعني. 


رابط الدرس الرقمي 


.نالع . داع .للا لالالالا 


مراجعة المفردات 


المجال (تاتدحطدهك): 
مجموعة الإحداثيات « للأزواج المرتبة التي تمثل العلاقة. 


المدى (222856): 
مجموعة الإحداثيات 1 للأزواج المرتبة التي تمثل العلاقة. 


الدالة (41111©1101): 
علاقة يرتبط فيها كل عنصر في المجال بعنصر واحد فقط في 
المدى. 


سلوك طرضي التمثيل البياني (10111تكقطعط له) : 
سلوك تمثيل (2)/ البياني عندما تقترب 2« من المالانهاية 
(م+ ج 2) أو سالب مالانهاية (م»- ج 2 ) . 


خط التقارب (353:3176066): 
مستقيم يقترب منه تمثيل الدالة البياني. 


الدالة المتباينة (101]ع111 ع10-0-ع02): 
هي دالة تحقق اختبار الخط الأفقي؛ أي لا يوجد خط أفقي يقطع 
منحنى الدالة في أكثر من نقطة. 


الدالة العكسية (111111011 ©113515): 
تكون كل من الدالتين +1 6 ,/دالة عكسية للأأخرىء إذا وفقط إذا 
تحقق الشرطان: 


وح رون | ررد ووه ]ره 


مدى / مجال / 
)سر 
(تداز 2 
آ هر 
مجال 1- /[ مدى 1 / 


الدالة المتصلة (1111]1011 كنا سفاجو) : ءءء 

هي الدالة التي يخلو منحناها من الاعشطامات أو النْجَواك؛ أي 

: يرا منحناها دون أن رقعه. . 

يمكن تمرير القلم على و تضطد راك 1 - ليم 


دهن معنالع عه بمأكاصذالطا 


3 - 2021 
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80-81.1000 1 


4 ِ 


فيما سيق : 
درست دوال كثيرات الحدود 
وتمثيلها دياتيًا. (اندرس1351) 


لالإن كان 

" أتعرف الدالةالأسية. 
" أمثْلالدالةالأسية. 

" أمثل دوال النمو الأسي 
أمثّل دوال الاضمحلال 
الأسي بيانيًا. 


لمِمشَير دااركت: 


الدالة الأسية 


ونع لان؟ أوتأمعمممي 
النمو الأسّي 

ممع أدتأمعوممعة 
عامل النمو 

١ 120‏ انلام اع 
الاضمحلال الأسي 
لإهعع0 ألتأمعمممية 
عامل الاضمحلال 
300] لإهععل 


الدالة “م ح 1خ : 


تكون الدالة الأسية 4877 ح /1 


معرفة لجميع قيم < التي 

تحقق الشرط: 

» + 0,5 < 0,5 +1 

وذلك لأنه: 

٠‏ إذا كانت 0 > 5 فإن 
2 - /1 تكون غير 
معرفة عند بعض القيم» 
فمثالا تكون غير معرفة 
عند 2 ح ند 


إذا كانت 1 ح 5 فإن 


الدالة تصبح على الصورة 


4 ح- 1 وهذه هي الدالة 
الثابتة. 


رابط الدرس الرقمي 


الدوال الأسّية 10 
5 تع ونا أوتأمعمممعرع لعا 


الملاذارة 

قد تبدو عناكب الرتيلاء (111411411145) مخيفة بأجسامها الكبيرة المغطاة بالشعر 
وأرجلها الكبيرة» ولكنها غير مؤذية للإنسانء ويبيّن التمثيل المجاور الزيادة في 
أعدادها عبر الزمن 


لايل أن هذ السغيل لبن غتطداد ولس تربيعيًا أيضاء وإنما يمل 
الدالة *(3)2 ح يآ والتى هى مثال على الدالة الأسية. 


عدد العناكب (بامثات) 


السنوات منث 2010 


تمثيل الدوال الأسَيّة : الدالة الأسّية هى دالة مكتوبة على الصورة *45 - لآحيث 1 2 ط ,0 < 0,7 + 4. 
لاحظ أن الأساس في الدالة الأسية ثابت» وأن الأس هو المتغير المستقل. 


الدالة الأسية 
الدالة الأسية هي دالة يمكن وصفها بمعادلة على الصورة 
1 + 0,5 < ط,0 + م ,5ه - رن 


7 - 1 >4 ح نع *(23 ح رن 


تمثيل الدالة الأسيّة عندما 0 < 124 < 6 


8) مثل الدالة 3 ح 7[ بيانياء وأوجد مقطع المحور 3 وحدد مجال الدالة ومداها. 


7 33 23 
1 قت 

2 3 ِ 
5 -1 1 
1 3 
0 30 1 
1 31 3 
2 32 9 


عيّن الأزواج المرتبة الواردة في الجدول, ثم صل بينها بمنحنى. لاحظ أن التمثيل البياني للدالة يقطع المحور /1 
عندما 1 ح /1» وهذا يعني أن منحنى الدالة يمر بالنقطة (1 , 0)» لذا فمقطع المحور /هو 1» ومجال الدالة هو 
جميع الأعداد الحقيقية» ومداها جميع الأعداد الحقيقية الموجبة. 


) استعمل التمثيل البياني لتقدير قيمة 307 إلى أقرب جزء من عشرة. 

يظهر التمثيل البياني جميع القيم الحقيقية للمتغير : والقيم المرتبطة بها للمتغير /» حيث *3 ح /إ» لذا فإذا كانت 
7 - 2 فإن 2.2 بد /» (استعمل الآلة الحاسبة للتحقق من أن 2157669 يه 307). 

3ق حَفو من ذع ]> 

8) مثل الدالة *7 > 1*1 بيانيّاك وأوجد مقطع المحور ل[ وحدّد مجال الدالة ومداها. 

8) استعمل التمثيل البياني لتقدير قيمة 777 إلى أقرب جزء من عشرة؛ واستعمل الآلة الجاقّعة للتحقق مق 3يك. 


عمجم المكال 19 أعلاه اله كلما ازدادت قم به يدنار كايك لبه 346 إن قيم اتزداد يا بنسبة ثاب 5-0 1 
ل /إتمثّل 3 أمثال القيمة السابقة قة لها مباشرة» لذا فالدالة متزايدة» كما أن المحور 1 هو خط تقارب أفقي اع ع0 ا0غد أ طآايا 
3 - 2021 
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الال 9:14 6/12/19 


82-89.1000 2 


تمثيل الدالة الأسيّة عندما 0 < 122 > 5 > 0 


3) مثل الدالة 0 - 8 بيانيّك وأوجد مقطع المحور /» وحدّد مجال الدالة ومداها. 


1 2>0 


إذا كانت قيمة 4 سالبة: فإن 
منحنى الدالة ينعكس حول 
المحور2ة. 


عيّن الأزواج المرتبة الواردة في الجدولء ثم صل بينها بمنحنى. لاحظ أن التمثيل البياني للدالة يقطع المحور /[ 
عندما 1 ح /إ» أي أن منحنى الدالة يمر بالنقطة (1 , 0)» لذا فمقطع المحور /هو 1» ومجال الدالة هو جميع 
الأعداد الحقيقية» ومداها جميع الأعداد الحقيقية الموجبة. 

) استعمل التمثيل البياني لتقدير قيمة 1:5 (2) إلى أقرب جزء من عشرة. 


عندما 1.5- - 32» فإن قيمة 5.2 بخ /[» (استعمل الآلة الحاسبة للتحقق من أن 5.19615 بح 15 ). 


أله تحقق من فهماء 
8) مل الدالة *(2) - /إبيانيّه وأوجد مقطع المحور /إه وحدّد مجال الدالة ومداها. 


8) استعمل التمثيل البياني لتقدير قيمة 5 (2) إلى أقرب جزء من عشرة» واستعمل الآلة الحاسبة للتحقق من 
ذلك. 


يتضح من المثال (2) أعلاه أنه كلما ازدادت قيم :3 بمقدار ثابت (قيمته 2)» فإن قيم /1 تتناقص بنسبة ثابتة» فكل قيمة 
ل لا تمثل ج- القيمة السابقة لها مباشرة» لذا فالدالة متناقصة» كما أن المحور :: هو خط تقارب أفقي لها. 
النمو الأسَّي: تسمى الدالة الأسيّة 67 - تار حيث 1 < 7 دالة النمو الأسّى» فالدالة 37 - 17 الواردة في المثال 1 هي 
الدالة الرئيسة (الأم) لدوال النمو الأسي 
الداثة الرئيسة (الأم).:ء 1< ,00-77 
خصائص منحنى الدالة: متصلء متباين» متزايد 
المجال: مجموعة الأعداد الحقيقية(18) 


المدى: مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة(117) 


خط التقارب : المحور 1 
مقطع المحور 1: 1 


يمكنك تمثيل دوال النمو الأسى بيانيًا بنفس طريقة تمثيل الدوال الأسية» كما يمكنك الاستفادة منطلتاباظ التحليمر 
)0 07 1 0( ) 1 1-) دهن معنالع عه بمأكاصذالطا 
0 3 - 2021 
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لاحظ أن قيم (:3)/تزداد كلما زادت قيم :3. ولذلك نقول: إن (3)دالة متزايدة. يمكنك تمثيل الزيادة فى قيمة ما بنسبة 
مئوية ثابتة فى فترات زمنية متساوية باستعمال دالة النمو الأسى ؛(7 + 1) 4 ح () لل » حيث ‏ الفترة الزمنية» © القيمة 
الابتدائية» 7 النسبة المئوية للنمو في الفترة الزمنية الواحدة. لاحظ أن أساس العبارة الأسية هو (1 + 7) ويسمى 

عامل النمو. 

وتستعمل دوال النمو الأسي عادةً لتمثيل النمو السكاني. 


373000-5-527 تمثيل دوال النمو الأسي بيانيًا 


تعداد سكاني: بلغ المعدل السنوي للنمو السكاني في المملكة خلال الفترة 1425-1431 3.200 تقريبًا. إذا كان 
عدد سكان المملكة 22678262 نسمة عام 1425ه., فأوجد معادلة أسية تمثل النمو السكاني للمملكة خلال هذه 
الفترة» ثم مثلها بياننًا باستعمال الحاسبة البيانية. 


إل الربط مع الحياة 3) أوجد دالة النمو الأسى مستعملًا 0.032 - 7 ,22678262 - © 
تعد الإحصاءات السكانية أحد أهم '(1.032) 22678262 - را 
مصادر البيانات التي يتطلبها «) ما الدالة ساننًا اسه الحاسة السانة 16 ل *(1.032) :22678262-)1؟ 
التخطيط التنموي في المجالات مثل بيانيا باستعمال الحاسبة البيانية ©11م125--11' لتحصل على 
الاقتصادية والاجتماعية. وقد أجري الشكل المجاور. 
أول تعداد سكاني في المملكة عام 5 . 
هع تحقق من فهمك ك3 


4 هء وكان عدد سكان المملكة 


3) ثقافة مالية: يتوقع أن يزداد إنفاق عائلة بما نسبته 8.590 سنويّك إذا كان إنفاق العائلة عام 1430ه هو 
0 ريال فأوجد معادلة أسية تمثل إنفاق العائلة منذ عام 1430 ه. ثم مثلها بيانيًا باستعمال الحاسبة البيانية. 


النسبة المئوية الاضمحلال الأسّي: د الدالة الأسيّة *6 > (<)كرء حيث 1 > 5 > 0 دالة الاضمحلال الأسّيء فالدالة 
تذكر أن جميع أشكال النسب 11 0 5 00 ا 
المئوية تتحول إلى كسور 95 7-5 الرارة في المتالي عي 5ل امسيعلال امي 


5 - 12.590 الدالة الرئيسة (الأم) لدوال الاضمحلال الأسّي 


الدالة الرئيسة (الأم). 1 > 7 > 775,0 20 النموذج: 
خصائص منحنى الدالة: متصلء متباين؛ متناقص 

المجال: مجموعة الأعداد الحقيقية(18) 

المدى: مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة(117) 

خط التقارب : المحور 2 

مقطع المحور 1: 1 


يمكنك تمثيل دوال الاضمحلال الأسي بيانيّا بنفس طريقة تمثيل دوال النمو الأسي؛ ونلاحظ أن قيم (:)/رتقل كلما 
زادت قيم 3» ولذلك نقول: إن (3)/دالة متناقصة. 

وكما فى النمو الأسىء فإنه يمكنك تمثيل النقص فى قيمة ما بنسبة مئوية ثابتة فى فترات زمنية متساوية باستعمال دالة 
الاضمحلال الأسى /(7 - 4)1 > (4)4. حيث 4 القيمة الابتدائية» + النسبة المئوية للاضمحلال فى الفترة الزمنية 
الواحدة. لاحظ أن أساس العبارة الأسية هو (+ - 1).: وبسمى 252211/555نة . ١‏ 

وتستعمل دوال الاضمحلال الأسي عادة في التطبيقات المالية. 


م مثال 4 من واقع الحياة تمثيل دوال الاضمحلال الأسّي بيانيًا 


1 شاي: يحتوي كوب من الشاي الأخضر على 338 35 من الكافايين» ويمكن للأشخاص اليافعين التخلص 
من 12.596 تقريبًا من كمية الكافايين من أجسامهم في الساعة. ب 


إل الربط مع الحياة 


الشاي اللأخضر قليل الأكسدة بخلااف 


4 


الشاي الأسود, وقد أثبتت بعض 6 أوجد دالة أَسَية تمثل كمية الكافايين المتبقية في جسم 0 
الدراسات العلمية والطبية أن الذين اليافعين بعد شرب كوب من الشاي الأخضرء ثم مثّلها بيانيًا ال كر 


يشربون الشاي الأخضر أقل عُرضةً 
للإصابة بأمراض القلب وأنواع معينة 
من السرطان. 


باستعمال الحاسبة البيانية. 
أكأص الا 


20211- 3 
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“7 - 1)م ح رن1 
(0.125 - 3501 - 


'(3500.875 - 
لاحظ التمثيل البيانى للدالة باستعمال الحاسبة البيانية. 


4 قذّر كمية الكافايين المتبقية في جسم شخص يافع بعد 3 ساعات من شربه كويًا من الشاي الأخضر. 


'(35)0.875 - 1 المعادلة من الفرع 2 
3( - مقس لور تن الل 
45 ح- استعمل الحاسبة 


سيبقى في جسم هذا الشخص 23.457184 من الكافايين تقريبًا بعد 3 ساعات. 


تحقق من فهماء 
4) يحتوي كوب من الشاي الأسود على 68718 من الكافايين. أوجد معادلة أسية تمثل كمية الكافايين المتبقية 
في جسم شخص يافع بعد شربه كوبًا من الشاي الأسود. ومثلها بيانيا مستعملًا الحاسبة البيانية» ثم قدّر كمية 


الكافايين المتبقية في جسمه بعد ساعتين من شربه الكوب. 


التحويلات الهندسية: تؤثَّر التحويلات الهندسية في شكل منحنى الدالة الرئيسة (الأم) لكل من دالتي النمو 
الأسي والاضمحلال الأسي كما هو الحال في باقي الدوال» وستقتصر دراستنا على بعض التحويلات الهندسية لهاتين 


الدالتين. 


الانسحاب الرأسي والانسحاب الأفقي 

الانسحاب الأفقي 

منحنى (17 - <)/ - (3)ع هو اتنسحاب لمنحنى (2) /: 
» 7 منالوحداتإلىاليمين عندما 0 < 71. 

|:| منالوحداتإلى اليسار عندما 0 > 71 . 


الانسحاب الرأسي 
منحنى 1 + (3)/ - () م هو اتسحاب لمنحنى 000 /: 
* عل وحدةإلى أعلى عندما 0 < ع1 . 
* || من الوحداتإلى أسفل عندما 0 > 1 . 


1 


«1-غعت)]- جداع 


دهن معنالءع عه بمأكاصأالطا 


2021 - 3 
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الانعكاس حول المحور 1 


منحنى الدالة (10-)/ - (3)» هو انعكاس لمنحنى 
الدالة (0/ حول المحور /1. 


)رماع 


التمدد الرأسي 
الاضمحلال الأسي: 
تأكد من عدم الخلط بين 


إذا كان 4 عددًا حقيقيًا موجبًاء فإن منحنى الدالة ()/ 4 - (80)ع هو: 


توسع رأسي لمنحنى (2)لرء إذا كانت 1 < 4 . تضيق رأسي لمنحنى (2)ثر» إذا كانت 1 > © > 0 


1<ه ,1060 م - هاو 


تضييق ا لتمثيلات البيانية: 
حيث 1 > | © |. والاضمحلال 
الأسي؛ حيث 1 >5 >0 


ا 1( مع 0م 


تحويلات التمثيلات البيانية لدوال النمو الأسي 


مثل كل دالة مما يأتي بيانيّاك وحدّد مجالهاء ومداها: 

8 22+1 نز 
حدّد نقاط التمثيل البياني للدالة الأم *2 > /إ. بما أن 2<1 فالدالة دالة نمو أسيء, لذا استعمل النقاط 
(1,5)» (0,1) 0 1-) أي التقاط (1,2)» (0,1): |, 1-), والتمثيل البياني للدالة هو تحويل للتمثيل 


البياني للدالة 27 ع 'كق بما أن 8-1 فإن المعادلة 1 +22 - 1 ل انسحابًا لمنحنى الدالة الرئيسة (الأم) 
00 وحدة واحدة إلى أعلى . وبالاستعانة بالأزواج المرتبة الواردة في الجدول أيضًاء فإن التمثيل البياني 


للدالة 1+-*2 > /يكون كما هو موضح أدناه. 


سلوك طرفي التمثيل البياني 
مجال الدالتين في المثال 5 
هو مجموعة الأعداد 
الحقيقية 10). تذكر أن 
سلوك طرفي التمثيل ا لبياني 
هو سلوك التمثيل البياني 
مع اقتراب 2 من مالانهاية أو 
سالب مالانهاية. نلاحظ في 
المثال(52) أنه مع اقتراب ند 
من مالانهاية» تقترب /ة من 
مالانهاية أيضًاء وأما عندما 
تقترب :د من سالب مالانهاية, 


فإن /1 تقترب من 1. وفي 
المثال(55) عندما تقترب3 
من مالانهاية فإن /1 تقترب 


من سالب مالانهاية: وأما ©0606 ...6ه 
©6..* .0ه ...هه 
م 7 .٠©‏ .6 ىم © 
تقترب< من سالب المجال هوم جموعة الأعداد الحقيقية [ 304 والمدى هو [1 < 1 | 1 5 5 5 ٠.‏ 
مالانهاية» فإن /1 تقترب من 0 زاك الم 
0 وزارة التعليح 
دهن معنالع ع0 بمأكاصأالطا 
3 - 2021 
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4غ 2-+5. 4 د رن 


تمثيل تحويلات الدالة 
الأسية بيانيا: 


يمكن استعمال إحدى 
الطريقتين الآتيتين؛ لتمثيل 
تحويلات دوال النمو الأسي 
والاضحلال الأسي بيانيًا: 


البيانى للدالة *5 > /[ 


- استعمال التحويلات ّ 
الهندسية للدالة الأ 
وتعزيز ذلك بجدول لقيم 
الدالة عندما لا تكون 
التحويلات الهندسية 


كافية وواضحة؛ لمزيد 


هه ا همومه 


تحقق من فهمك 

من الدقة؛ كما في المثال 22+3-5 رن 
58 

- استعمال التحويلات 
الهندسية للدالة الأمّ 


فقطء كما في المثالين 


0 58,6 


مثْل الدالة 3 - 


2 -4: يتسع التمثيل البياني رأسيًا. 


حدّد نقاط التمثيل البياني للدالة الأم *5 ح /[. بما أن 5<1 فالدالة 
00 : 5 1 

دالة نمو أسيء لذا استعمل النقاط (1,5)؛ (0,1) |1 1 

(1,5)» (0,1) |,1-) والتمثيل البياني للدالة هو تحويل للتمثيل 


٠.‏ ل- ‏ #: يتمكس التمثيل البياني خول الميحور :< ويضيق رأسيًا. 
2 -78: يسحب التمثيل البياني وحدتين إلى اليمين. 

٠‏ 0-غ6: لايوجد انسحاب رأسي للتمثيل البياني. 

المجال هو مجموعة الأعداد الحقيقية (19)» والمدى هو [0 > 7 | /1) 


) أي النقاط 


8 0.1)6(5-3 دن 


تمثيل تحويلات دوال اللاضمحلال الأسي بيانيًا 


[2)4- سكا وحةة ميعاليا وداه 


9 2 
حدّد نقاط التمثيل البياني للدالة الأم 5 -1. بما أن1 > 4 > 40 فالدالة دالة اضمحلال أسيء لذا 
استعمل النقاط 1.2) 0,1 14 7 
: ا : 11 *[1)- 
والتمثيل البياني للدالة هو تحويل للتمثيل البياني للدالة [4)-». ا-» : 
3 2 1 0 
2 0 


٠‏ 3- -6: يسحب التمثيل البياني 3 وحدات إلى أسفل. 


المجال هو مجموعة الأعداد الحقيقية» والمدى هو مجموعة الأعداد الحقيقية الأكبر من 3- . 


هه ا همومه 


تحقق من فهماك 


,-2)2(*-' +1 


مثّل كل دالة مما يأتي بيانيّاء وأوجد مقطع المحور /3» وحدّد مجالها ومداهاء 
ثم استعمل تمثيلها البياني؛ لتقدير قيمة المقدار العددي المعطى إلى أقرب 


ا ا ال ١‏ 


1( 7 رن 5 


رمثال 1) 


2 *(2)8 ح بن 25 (208 


مثّل كل دالة مما يأتي بيانيّاه وأوجد مقطع المحور ت» وحدّد مجالها ومداهاء 

ثم استعمل تمثيلها البياني؛ لتقدير قيمة المقدار العددي المعطى إلى أقرب 

جزء من عشرة» واستعمل الآلة الحاسبة للتحقق من ذلك.: (مثال 2) 

6 *3) 215.2 4 1 3- ني 95) 3 

5) حاسوب: يزداد انتتشار فيروس في *: شبة مشيوبية ةي ,250 كل 
دقيقة. إذا دخل الفيروس إلى جهاز واحد غنل البلذاية" فأوجد دالة أسية 
تمثل النمو في انتشار الفيروس منذ البداية» ثم مله ناك القبليص 


الحاسية البيائية. (مغاق 03 0 
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6) سيارات: سيارة كان سعرها 80000 ريال» ثم بدأ يتناقص بمعدل 
06 كل سنة. أوجد دالة أسية تمثل سعر السيارة بعد / سنة من 
شرائهاء ا ثم قدّر سعر السيارة 

(مثال 4) 


مثّل كل دالة ممايأتي بيانيّاه وحدّد مجالهاء ومداها: (مثال 5) 


67 *(203 - وار 68 42+1-5- ور 


© 21-3 - وهار 0 4 +2-:3 - جار 


11) 3)22+8 - هار 12) 6- 0.2545 - ام 


مثل كل دالة مما يأتى بيانيّاء وحدد مجالهاء ومداها: (مثال 6) 


15) 5-4 '(2)2- 8 14) 5+ *13- - ار 


15) + *14- - وار 16) 7 - مار 


-4 7 


242 
- مر هم 2*9 4- - مر 
9) علوم: يتكاثر نحل في خلية» فيزداد العدد بمعدل 3090 كل أسبوع. 
إذا كان عدد النحل في البداية 65 نحلة» فأوجد دالة أسية تمثل عدد 
النحل بعد أسبوعء ومثلها بيانيا باستعمال الحاسبة البيانية» ثم قدّر 
عدد النحل بعد 10 أسابيع. 


0) كرة قدم: تناقص عدد الحضور لمباريات فريق كرة قدم بمعدل 
0 لكل مباراة بعد خسارته في أحد المواسم. أوجد دالة أسية تمثل 
عدد الحضور (/8) في المباراة (4)» إذا كان عددهم في المباراة الأولى 
0؛ ومثلها بيانيّا باستعمال الحاسبة البيانية» ثم قدّر عدد الحضور 
في المباراة 15 . 


21) هواتف: تناقص عدد الهواتف العمومية في الآونة الأخيرة نتيجة 
انتشار الهواتف المحمولة. فإذا كان عدد الهواتف العمومية بالآلاف 
فى إحدى المدن يعطى بالدالة *(2.28)0.9 > (2)3 فى السنة 3 منذ 
عام 1420ه. 


©©) مثّل الدالة بيانيًا باستعمال الحاسبة البيانية. 


) وضّح ماذا يمثل مقطع (:)1 وخط التقارب في هذه الحالة. 
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2) صحة؛: أخذ مريض حقنة» وفي كل يوم تلى ذلك» استهلك جسمه 
90 مما تبقى من المادة المحقونة. 
6) مثل الدالة التي تعبّر عن هذا الموقف بيانيًا. 
7) متى يكون في جسم المريض أقل من 5096 من المادة المحقونة؟ 
©) كم يبقى من المادة المحقونة في الجسم بعد 9 أيام؟ 

3) نظرية الأعداد: تتبع متتابعة عددية نمطًا معيئّا حيث يساوي كل 


حد فيها 12596 من الحد السابق له» فإذا كان الحد الأول يساوي 18 


© اكتب الدالة التى تمثل هذا الموقف. 

5) مثْل الدالة لأول 10 حدود بيانيًا. 

©) ماقيمة الحد العاشر؟ قرِّبٍ الناتج إلى أقرب عدد صحيح. 
إذا كانت (:3) ]هي الدالة الرئيسة رح ( م) لكل دالة ممثلة بياننًا أدناف والتمثيل 
البياني ل 0م)ع هو تحويل للتمثيل البياني ل (دارء فأوجد الدالة )ع : 


5) )25 960 )24 


0 3: 


6*) أي تمثيلات متعددة: ستستعمل لحل هذا التمرين جداول القيم 
أدناه للدوال الأسية (د)!1 ,(#د)ج ,)1 . 


2.0625 3 


6) بيانيّاه مثل كل دالة بيانًا في الفترة 5 > 6 > 1- على ورقة 
تمثيل بيانى مستقلة 

7) لفظيًاء أي الدوال معاملها (4) سالب؟ وضّح إجابتك . 

© تحليليًا : أي الدوال تمثل نمرًا أسيًا؟ وأيها تمثل اضمحلالًا أسيًا؟ 


27( مدارس: يزداد عدد خريجي إحدى الجداري يعدن 055 الوخام 
منل عام 4ه . إذا كان عدد الخريجين عا 184ابه 0 
فإن الدالة /(1.055) 110 - 17 تمثل عدد الخريجين فيْ العام بعد 
العام 1434ه . ما عدد الخريجين المتوقع في عام 2445© زر التعليح 


دهن معنالع عه بمأكاصذالطا 


2021 - 3 


مسائل مهارات التفكير العليا 


8) تحدٌ: اكتب دالة أسية يمر منحناها بكل من النقطتين (6 ,1) , (3 ,0) 
9) تبرير: حددما إذا كانت كل من الجمل الآنية صحيحة دائمًا أو 
صحيحة أحيانًا أو غير صحيحة أبدًا. وضّح إجابتك. 
© التمثيل البيانى للدالة الأسية التى على الصورة 
+ 1 - رام ح رن[ يقطع المحور /1. 


) التمثيل البيانى للدالة الأسية التى على الصورة 
1 + 1- م ح رن[ يقطع المحور :3 . 


©») إذا كان 8 عددًا صحيحًاء فإن الدالة *|5] ع (2)ثر هى دالة 


0) اكتشف الخطأء طب إلى عمر وماجد أن يمثّلا الدالة 
2/31-1 038 5 ِ 
5 2- دهصر بيانيًا. أي منهما تمثيله صحيح؟ وضح 


31 تحدٌّ: تتناقص مادة بنسبة 3590 مما تبقى كل يوم إذا بقي منها م8771 
بعد 8 أيام» فكم ملجرامًا من المادة كان موجودًا في البداية؟ 


2 نسانة مفتوحة؛ أعط فيمة للكابت تبعل الدالة 9 - وار 
دالة اضمحلال أن 


3) اكتب: صف التحويل الذي ينقل الدالة 6 > ()؟ إلى الدالة 
1 + 1-ظتهم - وم)ل. 


استعمل التمثيل البيانى لكل من الدالتين أدناه لتقدير الفترات التى تكون 
فيها الدالة متزايدة» أو متناقصة أو ثابتة مقربة إلى أقرب 0.5 وحدة» ثم عزز 
إجابتك عدديًا: (الدرس 1-4) 


1 )5 1 34 


8 8 
4 4 
عد8 | 4 8- عدة | 4 4ه 8 
1 
4- 1 ا 
دار 
١‏ 8- 8 


70000 - 0.5): + 4): + 1(06- 2| 


استعمل منحنى الدالة (:3)/ لتمثيل كل من الدالتين 
(د|)/ - هن , مر - 60و بيائًا: (الدرس 5-) 
37 6- 3 ++ جلا - 0 


6 2 + ع4ه- - تر 


أوجد دري ,30 9 )/]٠‏ ,(دا(ع -ر/) ,دا + /) للدالتين #م) ع ,ور 


فى كل مما يأتى» وحدد مجال كل من الدوال الناتجة: (الدرس 1-6) 


8) 27 -2يعر كبري ل 9 0 - )زر 
9 -+ 2« ع (مت)ع 2-1م- )و 


تشع تار | 


0) أي من الأعداد الآتية لا ينتمي إلى مجال الدالة د2 - 1/4 - (3)/ ؟ 
4ه 3 16 
8 2 0 0 


1 إذا كانت 42 - (2)؟ , 1 + عداة - (3)] فما قيمة (2) (09/)؟ 


م 7/3 30 
8 417/3 0 8 
© .وهة© 
©608ى*. .*ثى.ووهة 
©ه. ٠ ٠‏ .هه 
وزارة التعليح 
دهن فعنالع عه بمأكاصأالطا 
3 - 2021 


الدرس 2-1 الدوال الأسَية ‏ 89 


معمل الحاسبة البيانية : 


رابط الدرس الرقمي 


2-5 حل المعادلات والمتباينات الأسية لعاف لع 
1115 210 53112110115 |1112 011م<5 50/1118 ع 


3ع .داع .للالثالالا 


يمكن استعمال الحاسبة البيانية عتذم11-8» لحل المعادلات الأسية بيانيًا أو باستعمال خاصية الجدول. 
ولعمل ذلك اكتب المعادلات الأسية على صورة نظام من المعادلات. 


)| امه 1 5 
استعمل الحاسبة البيانية لحل المعادلة 2 - 4 - :3 
الخطوة 1: تمثيل طرفّى المعادلة بيانيًا 
مثل طرفي المعادلة بيانيًا في صورة دالتين مستقلتين» وأدخل 4 -*3 في 1 و ل في 42 ثم مثل 
المعادلتين بيانيّاه وذلك بالضغط على المفاتيح: 
١ 60 0 : ©‏ - :9 69 
الخطوة 2: استعمال ميزة نقاط التقاطع. 
إن ميزة نقاط التقاطع في قائمة تحليل الرسم البياني تمكنك من تقدير الزوج المرتب الذي 
يمثل نقطة التقاطع. 
اضغط على مفتا+ © ردير ألا 6:تحليل الرس البياني |9911 5241999 _4:نتاط التقاطع | 
ثم اضغط في أي نقطة على الشاشة وحرّك المؤشر مرورًا بنقطة التقاطع» سيظهر الزوج المرتب 
(2,0.111)؛ أي أن الحل هو 2 


الخطوة 3: استعمال خاصية الجدول 
تستعمل هذه الخاصية عادة لإنشاء جدول لقيم الدالة؛ يسهم في تحليلها (تحديد أصفارهاء وتحديد قا 


, ا 900:2 * -ب000 ا 1 

خطوط التقارب لهاء وتحديد نقطة تقاطع دالتين» .. إلخ). :6 18 وبيعو 1 

تحقق من صحة حلك باستعمال خاصية الجدول. اعمل جدولا فى شاشة جانبية» وذلك بالضغط 0.1115 9012346 .11(0 /م,1)2 و 
7 0 011119 0037037 .1 

على ندا( راعدر مب قف :, ..., ممعم ممه ا ا 


5] 

يبيّن الجدول قيم :3 وقيم (17 أو /8 المناظرة لها لكل تمثيل بياني؛ فعندما 2 ح ند يكون للدالتين 511118 233 بر 
القيمة نفسهاء وهي 0.111 بد ل » وهذا يعني أن حل المعادلة هو 2. 6 ْ 
التحقق عورّض عن 2 ب2 فى المعادلة الأصلية. 


0-0 9 1 
11 [-3*-4 


2 32-4 المعادثة الأصلية 
21 32-4 بتعويض 2 يدلامن+ 
2 3-2 بالتبسيط 
0-0 الخل ميديح 
تمارين: 
استعمل الحاسبة البيانية لحل كل معادلة مما يأتي : 
1) لط -1- عو © 252 - 3+ تي 6 *2 -1-جو 0 لد 
4) 5+3 -3,5+2 5 52+3-----32+4- 6 83-1 32م 0 ل 
مسحصيعه 
3 - 2021 


0 الفصل2 العلاقات والدوال الأسية واللوغاريتمية 


الام 9:32 6/12/19 0 00مغ.90-96 


وبطريقة مشابهة» يمكنك استعمال الحاسبة البيانية تزمىط-11' لحل متباينات أسية. 


استعمل الحاسبة البيانية لحل المتباينة 0.573 < 23-2 
الخطوة 1: تمثيل المتباينات المناظرة. 
أعد كتابة المسألة على صورة نظام من المتباينات. 
المتباينة الأولى هي: /1 < 2*7 أو 2 23 > /[ء والمتباينة الثانية هي: 5 *0.5 < /1. 
ثم مثّلها بالضغط على المفاتيح: 
-*105خ| © ( 39© - <١‏ عا © 
فتكون منطقة الحل هي منطقة التظليل المشترك. 


الخطوة 2: تحديد مجموعة الحل 
مجموعة إحدائيات 2 للنقاط التي تقع في منطقة تقاطع التظليلين تمثل مجموعة الحل للمتباينة 
الأصلية» و باستعمال ميزة نقاط ا لتقاطع وذلك بالضغط على مفتاح » واختيار 


للع يد ان لبان 00 لج 4 نقاط التقاطع 1١|‏ لضغط في أي نقطة على الشاشة 
أن مجموعة الحل هي [2.5 < 22 | :دا. 


الخطوة 3: استعمال تطبيق القوائم وجداول البيانات . 
تحقق من الحل باستعمال تطبيق القوائم وجداول البيانات . أنشئ جدولا لقيم :* بزيادة 0.5 في 
كل مرة» وذلك بالضغط على المفاتيح ألا 93 رصب 2 -*2 - 1لافي العمود الثاني 
3 -*0.5 - 2لافي العمود الثالث واخدر كك لظ ني كل مرّة. لاحظ أنه لقيم :: الأكبر من 
5 - 2 تكون 52 < 1[ وهذا يؤكد أن حل المتباينة هو [2.5 < ث | :3) . 


استعمل الحاسبة البيانية لحل كل متباينة مما يأتي : 
0255-25 > 1-4- 62 8 22+2 162-12 


1237-5 <9.32 )1 51+35 > 2+4 )0 


3) اكتب: وضح لماذا يكون تمثيل نظام من المعادلات بيانيًا صالحًا لحل معادلات أو متباينات أسية. 


استكشاف 2-2 معمل الحاسية البيانية: حل المعادلات والمتبايناتالأسية 


وتحريك المؤشر مرورًا بنقطة التقاطع. سيظهر الزوج المرتب (1.41 62:5 حيث يمكن استنتاج 


5 72 4 
)0.504 (2200-2 
3 070707 1.5 ا 


| 2 1 2 
|0025 141421 141421000000 
3 2 1 


3.5 282843 7 


عم 


” 


0 2-4>52ق3 


12( 2+3 ي 1214-7 


وزارة التعليح 
دهن معنالع عه بمأكاصذالطا 


2021 - 3 
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4 1 


فيما سيق: 


درست تمثيل الدوال الأسية 
بيانيًا. (الدرس 2-1) 


وااثافر: 

* أحل معادلات أسية. 

أحل متباينات أسية. 

* أحل مسائل تتضمن نموًا 
أسيًا واضمحلالا أسيًا. 

المعادلة الأسية 

نا ألتأمعمممعة 

الريح المركب 

أ5ع 1161 10110 0م017 

المتباينة الأسية 


ا اأدنوعم] أدتأمعمممي» 


رابط الدرس الرقمي 


حل المعادلات والمتبايئات الأسية ّ 
15 نان 300 3]1005نا0ع مومع مومع 501/1 م اا 


الملاذاة 

تتزايد اشتراكات مواقع الإنترنت بطريقة سريعة» فتأخذ شكل دالة 
أسية. فإذا كان عدد الاشتراكات في أحد المواقع يعطى بالمعادلة 
*(1.37 حت لإ حيث :2 عدد السنوات منذ عام 1435 ه»ء 

و /عدد المشتركين بالملايين. 

فيمكنك استعمال المعادلة *(2.2)1.37 - /1 لتحديد عدد 
المشتركين في سنة معينة» أو تحديد السنة التي يكون فيها عدد 
المشتركين عند مستوى معين. 


حل المعادلات الأسية: تظهر المتغيرات في المعادلة الأسية في موقع الأسس. 


خاصية المساواة للدوال الأسية 


إذا كان 1 2 5 , 0 < 65, فإن 51 ع *5 إذا وفقط إذا كان /# - 2. 


التعبير اللفظي : 
مثال: إذا كان 35 - *3؛ فإن 5 ع 2 . وإذا كان 5 - 


عد فإن 35 - 33 . 


يمكنك استعمال خاصية المساواة للدوال الأسية لحل معادلات أسية. 


حل المعادلات الأسية 
خُلٌ كل معادلة مما يأتى: 
8 22-83 
83 -+2 المعادثة الأصلية 
2203 -22 8-3 
2-9 خاصية قوة القوة 
2-9 خاصية المساواة للدوال الأأسية 
0) *36 -1- جو 
+6 -1- :2و المعادثة الأصلية 


9-2 202 -1- 2 


2 الفصل2 العلاقات والدوالالأسية واللوغاريتمية 


الالة 9:31 6/12/19 


36 - 34-2 خاصية قوة القوة 
6 ع 2 - 4 خاصية المساواة للدوال الأسية 
22 ع 2- بطرح 47 من كلا الطرفين 
«د- 1 - بقسمة كلا الطرفين على 2 
© ...6ه 
هه مومه ©6..* ٠‏ .*.وهةه© 
تحقق من فهماك كن لوك هه 
ظ 1 42-1 8) 2+:125 - 2د5 وزارة التحع ليح 
0 دهن معنالع ع0 بمأكاصذالطا 
3 - 2021 
2 للما.90-96 


يمكنك استعمال معلومات عن النمو أو الاضمحلال لكتابة دالة أسية. 
م مثال 2 من وافع الحياة كتابة دالة أسية 
علوم: بدأ سلطان تجربة مخبرية ب 7500 خلية بكتيرية. وبعد أربع ساعات أصبح عدد الخلايا البكتيرية 23000 خلية. 


8) اكتب دالة أسية على الصورة * 45 ح /1 تمثل عدد الخلايا البكتيرية /1 بعد ساعة إذا استمر تغير عدد الخلايا 
البكتيرية بالمعدل نفسه مقربًا الناتج إلى أقرب ثلاث منازل عشرية. 
في بداية التجربة كان الزمن (2) صفر ساعة » وعدد الخلايا (/3) يساوي 7500 خلية بكتيرية» لذا عوّض هذه 


القيم لإيجاد المقطع /! أو قيمة 4 . 


“رام - 1 الدالة الأسية 
0م ح 7500 ناكتفويكن عن توبالفد 05 وعن /#بالعدة 7500 
2 - 7500 امكيل 


وعندما 4 - 3» يصبح عدد الخلايا البكتيرية 23000» عوّض هذه القيم في الدالة الأسية لتحديد قيمة 8. 


4 . 7500 - 23000 بانتعويض عن :: بالعدد 4؛ وعن 1 بالعدد 23000: وعن © بالعدد 7500 
4 بح 3.067 بقسمة كلا الطرفين على 7500 
ط :< 3.067/ بإيجاد الجذر الرابع للطرفين 
6 1.323 باستعمال الحاسبة 


الدالة التى تمثل عدد الخلايا البكتيرية هى:(7500)1.323 - /1 . 
) ما العدد المتوقع للخلايا البكتيرية بعد 12 ساعة؟ 


*(750001.323 ع 1 المعادلة التي تمثل عدد الخلا يا البكتيرية 
77 - بالتعويض عن 3 بالعدد 12 
4 - ناستغمال الحاسية 


سيكون هنالك 215664 خلية بكتيرية تقريبًا بعد 12 ساعة. 
١‏ أي تحقق من فهمك 
2© إعادة تصنيع: أنتج مصنع 3.2 ملايين عبوة بلاستيكية عام 1436 ه » وفي عام 1440ه أنتج 420000 عبوة 
بإعادة تصنيع العبوات التي أنتجها عام 1436 ه. 


2 مفترضًا أن إعادة ال: نيع استمرت بالمعدل نفسه. اكتب دالة أسية على الصورة * 45 ح /1 تمثل عدد 
العبوات المعاد تصنيعها /[ بعد 6 سنة مقرب الناتج إلى أقرب منزلتين عشريتين. 


8) كم تتوقع أن يكون عدد العبوات المُعادة التصنيع عام 1481ه؟ 


الربط مع 'الحياة 


قبل إعادة تدوير البالاستيك 
يتم غسله بمادة الصودا الكاوية 
المضاف إليها الماء الساخن. ولا 
ينصح باستعمال العبوات المعاد 
تدويرها للمواد الغذائية. 


تستعمل الدوال الأسية في مسائل تنضمن الربح المركب؛ وهو الربح الذي يحسب المبلغ المستثمر (رأس المال) 
مضافا إليه أي أرباح سابقة» وليس فقط عن رأس المال كما هو في الربح البسيط. 


الريح المركب 


يمكنك حساب الريح المركب باستعمال الصيغة 


لاف +2)1 - 4 


حيث 4 المبلغ الكلي بعد 1 سنة, 1 المبلغ الأصلي الذي تم١ا‏ ستثماره أو رأس المال :7 معدل الريوج!: توي ا 
المتوقع؛ 7 عدد مرا تإضافة الارباحإلى راس المال في السنة. ممأغهعنلع عه بومأكاماً 


الدرس 2-2 حل المعادلات والمتباينات الأسَّية ‏ 93 


924 


نسب مكوية : 

تذكر تحويل جميع النسب 
المئوية إلى كسور عشرية» 
مثل: 0.042 -4.290 


تقريب الأعداد: 


يمكنك تقريب الأعداد 
الظاهرة على الشاشة؛ بحيث 
تظهر على الرسم بالشكل 
المناسب وذلك بالضغط 


ست واختيار 
ثم اختيار 

واختيار التقريب المناسب» 
وستظهر الأعداد بحسب عدد 
المنازل المطلوبة. 


دالتا النمووالاضحلال 
الأسي : 

الاحظ أن خاصية التباين 
لدالة النمو تبين أن هذه 


الدالة متزايدة على مجالهاء 
وأن خاصية التباين لدالة 
الاضمحلال تبين أن هذه 
الدالة متناقصة على 
مجالها. 


الربح المركب 


مال: استثمر حمد مبلغ 25000 ريال في مشروع تجاري متوقعًا ربحًا سنويًا نسبته 4.290 بحيث تُضاف الأرباح 
إلى رأس المال كل شهر. ما المبلغ الكلي المتوقع بعد 15 سنة مقربًا إلى أقرب منزلتين عشريتين؟ 
افهم: أوجد المبلغ الكلي المتوقع بعد 15 سنة. 


خطط:2 بما أنه تتم إضافة الأرباح إلى رأس المالء إذن استعمل صيغة الربح المركب. 
15 -12,1 -0.042,11 ع 25000,7 ح مر 

خل: 2 3 5 -4 صيغة الريح المركب 
5 0 + 00011 - - 5 - غ ,12 - :1 ,0.042 - 7 ,25000 - م2 


6 م 

تحقق: مثّل المعادلة المناظرة بيانيًا 
0001.0035(12 - (دال : 
ال رت 
1/2009 شاو ستسات 

:نقطة 3 اد 5 

بماك و 
لتحدد نقطة يظهر الزوج المرتب الذي يمثلها. 9 ١‏ 
الإحدائى /1 المقابل 46888.66 إذن الإجابة صحيحة. 

أ تحقق من فهمك 

3) استثمر علي مبلغ 100000 ريال في مشروع تجاري متوقعًا ربحًا سنويًا نسبته 1290 بحيث تُضاف الأرباح إلى 

رأس المال مرتين شهريًا. ما المبلغ الكلي المتوقع بعد 5 سنوات مقربًا الناتج إلى أقرب منزلتين عشريتين؟ 


باستعمال الحاسية 


يني ادمة لإعندما” *. 


حل المتباينات الأسية : المتباينة الأسية هى متباينة تتضمن عبارة أسية أو أكثر. 


خاصية التباين لدالة النمو 


التعبير اللفظي : إذا كان 1 < 7 : فإن 61 < *75 إذا وفقط إذا كان /1 < :3 


مثال: إذا كان 26 < *2, فإن 6 < :3 وإذا كان ؛ 6 < :3 فإن 26 < 23 . 


تتحقق هذه الخاصية أيضًا مع رمز التباين < 


تنحقق هده الخاصية أيضنا مع رمز التباين < 


حل المتباينات الأسية 


خُلَ المتباينة 8 > 1623-3 
16-8 


المتباينة الأصلية 
23 > 22-3 (24) 3 - 24,8 - 16 
-200 خاصية قوة القؤة «لى المووة 
©608ى*. .*ثى.ووةهة 
82-12>3 خاصية التباين لدالة النمو ا لت 
5 > 82 بجمع 12 للطرفين وزارة الئح ليم 
قديمع بقسمة الطرفين على 8 دهن معنالع ع0 بمأكاصاالطا 
8 3 - 2021 
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هه ا همومه 


تحقق من فهمك 


كان 21-1 
48 245 > 3 


ل 1-2 
485) 3 22:2 


تدب حك سات 00 0000 


خُلٌ كل معادلة مما يأتى: (مثال1) 


) 64 -2+ ندع © 52-6-1125 


1620-3 - 4)/ +1 )4 2351 - 272:-4 3 


5( 30-2 62 6 78-6 س 5 + دو4 
7 336+1 -814+2 © 42-70 - 2 +256 
(١9‏ 2736-1 1 +9036 00( 161+1 - 821+4 


1]) علوم: الانقسام هو عملية حيوية يتم فيها انشطار الخلية إلى 
خليتين مطابقتين تمامًا للخلية الأصلية» وتنقسم إحدى أنواع الخلايا 
البكتيرية كل 15 دقيقة. (مثال 2) 
3) اكتب دالة أسّية على الصورة 487 ح © تمثل عدد الخلايا 
البكتيرية © المتكونة من انقسام * خلية واحدة بعد من الدقائق. 
©) إذا بدأت خلية بكتيرية واحدة بالانقسام» فكم خلية ستتكون بعد 
ساعة؟ 


32 مال: ورث خالد مبلغ 100000 ريال عن والده عام 1430 هء 
واستثمره في مشروع تجاري, وقذر خالد أنا نم المستثمّر 
سيصبح 169588 ريالّا بحلول عام 1442 ه . (مثال 2) 

6 اكتب دالة أسية على الصورة ”48 ح /1 تمثل المبلغ /1 بدلالة 
عدد السنوات :2 منذ عام 1430 ه . 

) افترض أن المبلغ استمر في الزيادة بالمعدل نفسه. فكم سيصبح 
عام 1450 ه إلى أقرب منزلتين عشريتين؟ 

5) استثمر حسن مبلغ 70000ريال متوقعًا ربحًا سنويًا نسبته 4.390, 
بحيث تُضاف الأرباح إلى رأس المال كل شهر. ما المبلغ الكلي 
المتوقع بعد 7 سنوات إلى أقرب منزلتين عشريتين؟ (مثال 3) 


14 ص 0 اقم ب سرس ا 
ا م (مثال 3) 
حل كل متباينة مما يأتي: (مثال 4) 
5) 4-تهم > 2+6عي 16) 3+/حك) > 5- 259 


1055+2 < 1000 )8 625 < 54+8 )7 


19 2026 84 | 0) 6-:حلد) > ) 


9 


اكتب دالة أسية على الصورة ة +48 ح 7 للتمثيل البياني المار بكل زوج من 
النقاط فيما يأتى: 


21) (6.4 ,0) , (3,100) 2) (256 ,0) , (81 ر4) 


)4, 21609( , )0,144( )24 22 )5,371293( , )0,128( )5 


5) علوم: وضع كوب من الشاي درجة حرارته 90*0 في وسط 
درجة حرارته ثابتة وتساوي 220 فتناقصت درجة حرارة 
الشاي» ويمكن تمثيل درجة حرارة الشاي بعد 4 دقيقة بالدالة 
+>-(7001.071- 20 ح )ا . 


8 أوجد درجة حرارة الشاي بعد 15 دقيقة. 
) أوجد درجة حرارة الشاي بعد 30 دقيقة. 


ع0 إذا كانت درجة الحرارة المناسبة لشرب الشاي هي 6050 » 
فهل ستكون درجة حرارة الشاي مساويةً لها أم أقل منها بعد 10 
دقائق؟ 

6) أشجار: يتناسب قطر قاعدة جذع شجرة بالسنتمترات طرديًا مع 
ارتفاعها بالأمتار مرفوعًا للأس ث » إذا بلغ ارتفاع شجرة 6120 وقطر 
قاعدة جذعها 19.120 » فاكتب معادلة القطر 4 لقاعدة جذع الشجرة 
عندما يكون ارتفاعها :/ متر . 

خُلَ كل معادلة أسية مما يأتي: 


+ 1 1 27 


+2 )8 


وج 13 1 - 216 


0) 2+4 5 - 4+ |2) 
31) 2-4 - م 
52 1+ 222 - 1+ |22) 
اه 
ول .6ه 
وزارة التعليح 
مهمع نل 6ه ومتكتصنالا 
3 - 2021 
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535) سكان: بلغ عدد سكان العالم عام 1950م » 2.556 مليار نسمة» 
وبحلول عام 1980م أصبح 4.458 مليارات نسمة. 


0 اكتب دالة أسية على صورة *48 ح / يمكن أن تمثّل تزايد عدد 
سكان العالم من عام 1950م إلى عام 1980م بالمليار» حيث :2 
عدد السنوات منذ عام 1950م (قرّبٍ قيمة 8 إلى أقرب جزء من 
عشرة آلاف) 

) افترض أن تزايد عدد السكان استمر بالمعدل نفسه» فقدّر عدد 
سكان العالم عام 2000 . 


©) إذا كان عدد سكان العالم عام 2000م هو 6.08 مليارات نسمة 


“4 استعمل الدالة التي توصلت إليها في فرع 2 لتقدير عدد سكان 
العالم عام 2020م. ما دقة تقديرك؟ وضّح إجابتك. 


4 ثقافة مالية : يُفاضل سعيد بين خيارين للاستثمار الطويل الأمد. 
ويريد أن يختار أحدهما. 


ف 
يستثمر مبلغ 50000 52ج يشارك في تجارةٍ رأس 
ريال في مؤسسة يتوقع 92خ مالها 50000 ريال يتوقع 
أن يكون معدل ربحها | 42> 0” 0 

_- 1 حي شونا ويتم إضافة ١‏ درط 
السنوي 0000 دج إلى رأس المال كل شهر. 
إضافة الأرباح إلى راس بالإضافة إلى استثمار مبلغ 
تج 50000 ريال في مشروع 
> يقدر نسبة ربحه السنوي 
هس 0. ويتم إضافة الأرباح 
د الك رأس المال كل أسبوع. 


المال أربع مرات سنويًا. 


8) اكتب دالة كل من الخيار الأول والخيار الثانى للاستثمار. 


) مثّل بالحاسبة البيانية منحنىّ يوضح المبلغ الكلي من كل 
استثمار بعد / سنة. 


©») أي الخيارين أفضل في الاستثمار الخيار الأول أم الثاني؟ فسّر 
إجابتك؟ 

5) وي تمثيلات متعددة: ستستكشف فى هذا التمرين الزيادة 
المتسارعة في الدوال الأسية . قصّ ورقة إلى نصفين» وضع بعضهما 
فوق بعضء ثم قصهما معًا إلى نصفين وضع بعضهما فوق بعض» 
وكرّر هذه العملية عدة مرات. 

8) حسيّاه عد قطع الورق الناتجة بعد القص الأولء ثم بعد القص 
الثاني» والكثالك: والرابع. 

) جدوئيًاه دون نتائجك فى جدول. 

©) رمزيّاه استعمل النمط فى الجدول لكتابة معادلة تمثل عدد 
قطع الورق بعد القص : مرة. 

4) تحليليًا: يُقدر سُمك الورقة الاعتيادية بنحو 0.0033 ؛ اكتب 
معادلة تمثل سَّمك رزمة الورق بعد قصها 2« مرة. 


©) تحليليّاه ما مك رزمة من الورق بعد قصها 30 مرة؟ 
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مسائل مهارات التفكير العليا 


6 تحد: حل المعادلة الأسية 
47 - 1618 + 1618 + 1615 + 1618 + 1618 . 


7) مسألة مفتوحة: اكتب معادلة أسية يكون حلها 2 - 2 . 
38) برهان: أثبت أن 945+1. 2 +325 - 1+ 815 . 2722 . 
9) تبرير: حدّد ما إذا كانت العبارة الآنية صحيحة دائمًا أو صحيحة 


أحيانًا أوغير صحيحة أبدًا. وضح إجابتك 


(8202)- < *2 لجميع قيم + . 


مثل كل دالة مما يأتي بيانيا: (الدرس 2-1 ) 
0 :(2)3 نل 1 *(5)0 - نل 
خُلَ كل معادلة مما يأتي: (مهارة سابقة ) 
45) 3-0- 5 + ول 44) 4 -3- 5- 17/34 
5) 1-2-:2/ 


1 
6 5 - 3 + 7(5 + بد5) 


1 1 
7) 6-5 س 205 -32) 8) 2 -4 + 13 -72) 


أوجد ()[ع ه :1], )1ه ع ] لكل زوج من الدوال الآتية: (الدرس 1-6 ) 
9) 22-1 ح )1 0 4 + :« ع )11 


4 + 3:2 - (د)و 6 


31 أوجد الدالة العكسية للدالة: 1 + 2 - (02)/ (الدرس 1-7) 


2) ما قيمة # التى تحقق المعادلة 8 - 7 + 73-1 ؟ 
6م 1- © 1 


2 0 0 8 


3 إذا كانت :52 - (20)ثر» فما قيمة [(1-)/]/ ؟ 


م 25 0 
8 ك5 0 25 000 
وزارة التعليح 
ها فعنالءع ع0 بمأكاصأالطا 
3 - 2021 


اللاط 4:11 6/11/19 


كما نه 
(فيما سيق: 

درستٌ إيجاد الدالة العكسية 
لدالة. رادرس 1>7) 


(واا لازن ر: 

* أجد قيمة عبارات 
لوغاريتمية. 

* أمثّل دوال لوغاريتمية 
بيانيًا. 


اللوغاريتم 
للطالع0| 
الدالة اللوغاريتمية 


0ل انا عامطادعها 


تسمى /1 ح ندىم108 


الصورة اللوغاريتمية, 
وتسمى 1 د 14 الصورة 
الأسية المكافئة لها. 


اللوغاريتمات والدوال اللوغاريتميه 
5 انا عاماط دع ها لمة كط أائهع 0 ا 
اذاه 


يُرجّح كثير من العلماء أن سبب انقراض سلالة الديناصورات هو 
النيازك التى ضربت الأرض. ويستعمل الفلكيون مقياس باليرمو 
(مممعلةط) لتصنيف أجسام الفضاء كالنيازك وغيرها اعتمادًا على 
مدى تأثيرها في كوكب الأرض. ولجعل المقارنة بين هذه الأجسام 
أكثر سهولة تم تطوير المقياس باستعمال اللوغاريتمات » إذ يمكن 
إيجاد قيمة مقياس باليرمو 75 لجسم فضائي من خلال الدالة 

5 - 1 , حيث 1 الخطر النسبي الذي يسببه ذلك الجسمء 
ويمكن كتابة هذه الدالة بصيغة أخرى تسمى الدالة اللوغاريتمية. 


3 نالع .داع ذ.لالاثانانا 


الدوال والعبارات اللوغاريتمية : يمكنك تمثيل الدالة العكسية للدالة الأسية 27 ح ()/ بيانيا من خلال تبديل 
قيم * و 8 للأزواج المرتبة التي تمثل الدالة. 


ا“ ا 1 
م “2 -< رز 
و« 
- أده 
هد * 
و« 
ف 
م 
27 -<جع| )2 4 ا 00,1 
قا (1,0) 5 


يظهر من الجدول والتمثيل البيانى أعلاه أن الدالة العكسية للدالة 27 - /هى 27 ح . وبصورة عامة» فإن الدالة 
العكسية للدالة 07 ح /هي 1 ح :د . يسمى المتغير /1 في المعادلة 61 ح :د لوغاريتم :» ويكتب عادة على الصورة 
- 8 » ويقرأ /تساوي لوغاريتم © للأساس 8. 


اللوغاريتم للأساس 6 


التعبير اللفظي : إذا كان ند عددين موجبين» حيث 1 عاط يرمز للوغاريتم 7 للأساس آ 
بالرمز ,108 ويُعرّف على أنه الأس /1 الذي يجعل المعادلة ‏ - 81 صحيحة. 


الرموز: 


افترض أن 1 2 0,5 < 8 فإن: لكل 0 < 7 يوجد عدد /1 بحيث 


> *# رع10 إذا وفقطإذا كان 2 ع “رآ 


7 - 372 ج+_ بن - 27 وع10 
3 - 2021 
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أساس اللوغاريتم : 
قد يختلط عليك معرفة أي 
الأعداد هو الأساس وأيها الأس 


في المعادلات اللوغاريتمية؛ 
كذا استعميل لوكين محتافين 
لكتابة كل منهما في أثناء 
الحل؛ لمساعدتك على تنظيم 


يمكنك استعمال تعريف اللوغاريتمات لكتابة المعادلات اللوغاريتمية على الصورة الأسّية . 


التحويل من الصورة اللوغاريتمية إلى الصورة الأسية 


اكتب كل معادلة لوغاريتمية مما يأني على الصورة الأسية: 


1 
8-3 رعه1 4 4- ح ددج ي108 
-_- - 24ت يكل عملي 
8-2 جح 3 - 8 وعه1 4 - 22 جه 4 - جع ي108 


هه ا مومهم 


تحقق من فهمك 


18) 2 ع 16 يعه1 18) 6ح 7/29 وع10 


يمكن استعمال تعريف اللوغاريتمات أيضًا لكتابة المعادلات الأسّية على الصورة اللوغاريتمية. 


التحويل من الصورة الأسية إلى الصورة اللوغاريتمية 


اكتب كل معادلة أَسية مما يأتى على الصورة اللوغاريتمية: 


1 
3375 - 153 ) 2 ع 42 
1 
3 - 3375 ورعه1 + 3375 - 153 2-1 روهط + 2 - 42 
تحقق من شهماك 
1 
ظ 22 64 - 43 8) 5- 1253 
يمكنك استعمال تعريف اللوغاريتم لإيجاد قيمة عبارة لوغاريتمية. 
إيجاد قيمة عبارة لوغاريتمية 
دون استعمال الآلة الحاسبة» أوجد قيمة كل مما يأتى: 
1 
4مرعه1 م د ب108 
1 - 4 مر105 بفرض أن العبارة اللوغاريتمة 1 - لط رعه1 بفرض أن العبارة اللوغاريتمة 
تساوي /1 49 تساوي 1 
4-161 تعريف اللوغاريتم :7 - لك تعريف اللوغاريتم 
5 5 بت تآ 1 
42 - 41 2 -ح 16 71 7-2 2-7-2 
1-2 خاصية المساواة للدوال الأسية -2- خاصية المساواة للدوال الأسية 
بو حال 00 اقسمكلا الطرفين على2 لذافإن 2- - حل رع10 
لذا فإن ل - 4 مرعه1 
©6 5 ...6ه 
تحقق من فهمك 0 
08 81 و1085 08 256 0 وزارة التقح ليم 
دهن معنالءع عه بمأكاصذالط 
3 - 2021 
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الخصائص الأساسية للوغاريتمات: من تعريف الدوال الأسية واللوغاريتمات يمكنك استنتاج بعض الخصائص 
الأساسية للوغاريتمات. 


الخصائص الأساسية للوغاريتمات 


الأس الصفري: إذا كان 0 < 1:5 2 1 » ند عدد حقيقي ؛ فإن الخصائص الآتية صحيحة: 
٠‏ تذكّر أنه لأي 0 عد 6 فإن 
1ك 


» 1080 غير معرّف لأن 


0 غد * لأي قيمة ل2< . 1ح 5رع10 
دع “طرعه1 


0 < عد - ترقهام 


استعمال الخصائص الأساسية للوغاريتمات 


دون استعمال الآلة الحاسبة» أوجد قيمة كل مما يأتى إن أمكن: 


© 125 و1065 )47 مد12105 
3 - 125 وع10 5 - 53 7 - 121085247 2 برد *مومان 
5- د ح 6 رعه1 
ط) 0.001 ورعه1 ) (5-اورعه1 
3 ورعه1 - 0.001 ورعه1 10-5 0.001 بما أن ,108 - (:3)/معرّف فقط عندما 0 < :3 
الحقيقية. 
تحلق من ذهماء 


ظ 8) 81 وعه1 8) وماج 


تمثيل الدوال اللوغاريتمية بيانيًا٠‏ تُسمى الدالة : رع10 - ()/رء حيث 1 2 لاء وكل من العددين 8 , : موجبًا 
دالة لوغاريتمية. والتمثيل البياني للدالة :: ,108 (3)ترهو التمثيل البياني للدالة الرئيسة (الأم) للدوال اللوغاريتمية. 


الدانلة الرئيسة (الأم) للدوال اللوغاريتمية 
الدالة الرئيسة (الأم): 6<1 ,درع10 - 0)م |الدالة الرئيسة (الأم): 1>] >0 ردرهه1 - 00/ 
خصائص منحنى الدالة: متصلء متباين؛ متزايد أ خصائص منحتنى متصلء؛ متباين؛ متناقص 
الدالك: 

المجال: مجموعةالأعدادالحقيقية | المجال: مجموعة الأعداد الحقيقية 
الموجبة(067) الموجبة(067) 

المدى: مجموعة الأعداد المدى: مجموعة الأعداد 
الحقيقية (16) الحقيقية (16) 

خط التقارب : خط التقارب: المحور /1 

مقطع المحور 2 : مقطع المحور 2 : 


د10 - تال 


5 
10- 10 


0021 - 3 
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سلوك طرفي التمثيل 
البياني 


الاحظ في المثال 62 أنه 
مع اقتراب 2 من موجب 
مالانهاية فإن (2)/ تقترب 
إلى موجب مالانهاية أيضًا. 


39 


تمثيل الدوال اللوغاريتمية بيانيا 
مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًا: 
عدوعم1 ع (دالر 
الخطوة 1: حدد الأساس. 
6-5 
الخطوة 2: حدد نقاطًا على التمثيل البياني . 
بما أن 1 < 5» فاستعمل النقاط 


(5,1) ,(0 ,1) /1- 6 
أي النقاط (65,1, (1,0) ,[1- ,). 


الخطوة 3: مثل النقاط على المستوى الإحدائي. ثم ارسم المنحنى ولاحظ أنه متصل ومتزايد إذ تتزايد 
()/ من 0 إلى ما لا نهاية. ١‏ 


ط) عديوه1 ع وار 
الخطوة 1: 0-1 
الخطوة 2: 1 > 0>14 
لذا استعمل النقاط (1- ,8 , (1,0) , [1 ,4). 
١‏ لخطوة 3: ارسم ا 2 لمنحنٍ 3 


تحكق ون طيياء 
28 + رع10 - (2) / 58) 2 روعم1- تر 
8 


وتمامًا كما فى الدوال الأسية» فإنه يمكنك تطبيق التحويلات لتمثيل الدوال اللوغاريتمية بيانيًا. 
تمثيل الدوال اللوغاريتمية بيانيًا 


مثّْل كل دالة مما يأتى بيانيًا: 
8 1+ + وروه1 3ع جار 
حدّد نقاط التمثيل البياني للدالة الأم :* ورع10 ح /[. بما أن 10<1 
: 1 ا 1ع ع اانه 
فاستعمل النقاط ل لي 
(10) , (1- ,رج ) والتمثيل البياني للدالة المعطاة هو تحويل 
للتمثيل البياني للدالة ند ورع10 - (2) /. 
. 3 > 4: يتسع التمثيل البياني رأسيًا. 
9 1 -2: يسحب التمثيل البيانى وحدة واحدة إلى أعلى. 


دهن لعنالع عه بمأكاصأالطا 


2021 - 3 
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) (3- > يوماظ - هار 
4 


زفق 
التمثيل البياني للدالة المعطاة هو تحويل للتمثيل البياني للدالة 
#درعم! ع (1)2. ا عا 
5 ) )1 (3- 6 وداج - 9م 2 
1 1 24000 ّ : 
٠‏ 7 - 4: يضيق التمثيل البياني راسيًا. ٌ ٍ : 4 3 0 
2 
5 3 -1: يسحب التمثيل البياني 3 وحدات إلى اليمين. تدرهه - بر ا 
4 4 ا 
7 تحقق من فهماك 
68) 0-2 يعه21 - 0 8 5-(1+ » روماط - قمر 
2 


533015-97 يجاد الدوال العكسية للدوال الأسية 


هزات أرضية: يقيس مقياس ريختر شدة الهزة الأرضية» وتعادل شدة الهزة الأرضية عند أى درجة 10 أمثال شدة 
الهزة الأرضية للدرجة التى تسبقها؛ أئْ أن شدة هزة أرضية سجلت 7 درجات على مقياس ريختر تعادل 10 أمثال 
شدة هزة أرضية سجلت 6 درجات على المقياس نفسه. ويمكن تمثيل شدة الهزة الأرضية بالدالة 1 - 107 ع /1» 


حيث 2 الدرجة على مقياس ريختر. 


([ الربط مع الحياة 1 : 

: : 8) استعمل المعلومات المعطاة في فقرة " الربط مع الحياة" لمعرفة شدة أقوى هزة أرضية في القرن العشرين. 
أقوى هزة أرضية في القرن ١ ١‏ 
العشرين ضربت شيلي عام 10-1 - 2010001 
0م وبلغت قوتها 9.2 درجات 0 - 1 الدالةالأصلية 


على مقياس ريخترء؛ ودمرت قرى 


كاملة؛ وقتلت آلاف السكان. 1095-1 3 عَوّض 9.2 بدلا من 2 
52 - يسظ 
02 - استعمل الحاسبة 


9) أوجد الدالة العكسية للدالة 1-*10 ع /[» واكتبها على الصورة: © + :د ورع10 ع 1 . 
بما أن الدالة 1071 - 7 متباينة» فإن لها دالة عكسية. 
10-1 - 1 المعادلة اللأصلية 
7-1 - ير يدل وين لوال وحل بالتسية 13 


مرع - 1 -/1 تعريفاللوغاريتمات 


1 + 2 ورعه! - 1 أضف العدد 1 لكلا ا لطرفين 
© .وه© 
وه ا مومه ع ©©وى*. ث.وهةه» 
كك تحفقق من فهمك اه 
67 أوجد الدالة العكسية للدالة 0.57 ح /[. وزارة التعليم 
دهن فعنالع عه بمأكاصذالطا 
3 - 2021 


الدرس 2-3 اللوغاريتمات والدوال اللوغاريتمية ‏ 101 


تسد دحك نس 03 00 


اكتب كل معادلة لوغاريتمية مما يأتى على الصورة الأسية: (مثال 1) 


1) 3ح 512 وعه1 © 4 ع 625 وع10 


5 4 ع 16 ووه1 4 3ح 343 بع10 
ك1 1 

5( 2 - حي وو10[ 66 3- - جر وعه1 

67 2 ع 144 ورعه1 8 1-0 وعه1 


اكتب كل معادلة أسية مما يأتى على الصورة اللوغاريتمية: (مثال 2) 


1 
0 1331 - 113 0) 64-8 
لماكت 3- 
1) 9-1-5 12( ل 6 
53) 256 - 28 4) 4096 - 465 
2 3 
5) 2773-9 6) 252-125 


دون استعمال الآلة الحاسبة» أوجد قيمة كل مما يأنتى: (المثالان3,4) 


7) 169 ورع10 18( حل رهه1 9) 1 مم10 


0) 1يع10 21) 10 ورعه1 2) 0.01 ورعه1 
23) 0 24) ل يجه1 5) 216 مج10 
6) 3 ريوع10 7) 2 ووع10 8) 11 روربعه1 


9) 3125 رعه1 50) 512 ج10 31) ِل رعه1 
5 8 6 


مثل كل دالة مما يأتي بيانيًا: (المثالان 5,6) 

2 2«دوعه! -  0(‏ 3 22ع10- )لز 
6 

4 (6 - 2<) يعه1 4 - (2) /ر 5 2-5 1عه1 2 - 0 
10 


6 6+ 2د وع10 4 - 2 7 «* ه10 - 00 
9 


8 2+2 1 هصم31- - )ار 69 (2 + :2) ه6160 - تار 
12 8 


0) 4 - ع) ووه! 8- - (ع«)ر 41) 9-(1+ 2 روه1 - تمر 
4 


2) علوم: عد إلى فقرة "لماذا؟" بداية الدرس. أوجد معكوس الدالة 
اللوغاريتمية المعطاة. (مثال 7) 


2 الفصل2 العلاقات والدوال الأسية واللوغاريتمية 


3) تصوير: تمثل الصيغة + 108 - : درجة زر ضبط الإضاءة في آلة 
التصوير والمستعملة عند نقص الإضاءة» حيث 1[ نسبة ضوء الشمس 
فى منطقة التقاط الصورة. (مثال 7) 
0( أعدك آلة تسوير خالد تلط المرورع حم شو الشسن 
المباشر» ولكن الجو كان غائمًا. إذا كانت نسبة الإضاءة فى 
5-7 1 نه 5 3 5 
اليوم الغائم تعادل 4 العامة في اليوم المشمس» فأي درجات 
زر ضبط الإضاءة يجب أن يستعملها خالد لتعويض نقص 
الاضاءة؟ 


ط) مثل الدالة بيانيًا. 
©) استعمل التمثيل البياني في الفرع 0 لتقدير نسبة إضاءة الشمس 


إذا قلت درجة زر ضبط الإضاءة 3 درجات. هل يؤدي ذلك إلى 
زيادة الإضاءة أم نقصانها؟ 


4) تربية: لقياس مدى احتفاظ الطلاب بالمعلومات» يتم عادة 
اختبارهم بعد وقت من تعلمهاء ويمكن تقدير درجة سلمان في 
مادة الرياضيات بعد انتهاء الفصل الدراسي باستعمال المعادلة 
(1 + غ) وعه1 6 - 85 - )1 » حيث + عدد الأشهر التى مضت 
بعد انتهاء الفصل الدراسي. 
) مادرجته بعد مضى 3 أشهر؟ 


5) مثل الدالة 9 - (1 + *) يرع10 15 - ()/ بيانيًا. 


-_- 


6) تحليليًا ٠‏ اكتب معادلة لدالة يكون تمثيلها البياني يشبه التمثيل 
البياني للدالة ند وع10 ح 1 بعد إزاحتها 4 وحدات إلى اليسار ووحدة 
إلى أعلى. 


7) إعلانات: تزداد المبيعات عادة مع زيادة الإنفاق على الدعاية 
والإعلان» وتقدر قيمة المبيعات لشركة بآلاف الريالات بالمعادلة» 
(1 + م)يع10 20 + 10 ح (4)ت» حيث 4 المبلغ الذي يتم إنفاقه 
على الدعاية والإعلان بالاف الرياللات» 0 < 0. 


4 تعني القيمة 10 :< (5)0 أنه إذا لم ينفق شيء على الدعاية 
والإعلان» ستكون المبيعات 10000 ريال. أوجد كد 
من: (63) 5 ,(15) 3(,5) 5. 


«) فسّر معنى كل من القيم التي أوجدتها في الفرع 3. 


5 5 2 © ...هه 
©») مثّل الدالة بيائيًا. د 


لتفسيق تناقص أثر الدعاية عند إنفاق مبالغ > كبيرة اح 0 ناكا و 1 ايا 
3 - 2021 


8) أحياء: زمن الجيل بالنسبة للخلايا البكتيرية هو الزمن اللازم 
ارصح غلهها مكل ماكان عليه, فإذا كان زمن الخبل © لنوع معيخ 
. 1 و 1 5 1 _- 5 فيو كه 
من البكتيريا على بالصيعة ب ل ك ب ريت + التثرة الزمنية: 
7 عدد الخلايا البكتيرية عند بداية التجربة» عدد الخلايا البكتيرية 
عند نهاية التجربة. 
إليه 4 خلايا بكتيرية من هذا النوع ليصبح عددها 1024؟ 


8) إذا كان زمن الجيل لنوع من البكتيريا المخبرية 2513 فما الوقت 
الذي تحتاج إليه 20 خلية بكتيرية من هذا النوع ليصبح عددها 
0 تخلية؟ 


6 خلال 4.41 . احسب زمن الجيل لبكتيريا 8.001 . 


مسائل مهارات التفكير العليا 


9) اكتشف المختلف: حلدد العبارة المختلفة عن العبارات الثلاث 
الأخرى؟ فسر إجابتك. 


0 تحد: ا وا - لإ حيث إن 2 ,8 أعداد حقيقية» فإن 


إجابتك. 


1) اكتشف الخطأ: يقول فهد: إن التمثيل البياني لجميع الدوال 
اللوغاريتمية يقطع المحور /1 في النقطة (0,1) ؛ لأن أي عدد مرفوع 
للأس صفر يساوي 1» ولكن سليمان لم يوافقه الرأي. أيهما على 
صواب؟ فسر إجابتك. 


2) العف الخطاء بيد م 


عريم 


بد- 404 وها 
79 


4 - للع 
0 
7 - 7-(0) 


مكار 


3 تبرير: دون استعمال الآلة الحاسبة» بِيِّن أي القيم التالية أكبر» 
وبرّر إجابتك: 71 و1908 ,61 وع108 ,51 ب108 


4) مسألة مفتوحة : اكتب عبارة لوغاريتمية على الصورة 
ح 7 لكل من الحالات الآتية: 


ع4 /ا تساوي 25 


عدر 108 


) #عدد سالب 
ع« /آ بين 0 و1 


001( تساوي 1 


5) اكتب: إذا كانم + (/ - ) ورعه1 + - (2)ع تحويلًا للدالة 
اللوغاريتمية :ور108» فاشرح كيفية تمثيل هذا التحويل بيانيًا. 


مثل كل دالة مما يأتى بياننًا: (الدرس 2-1) 
56) َك بخان 7 *(2.5)5- ح رز 
8) *-30 - نز 9 * (0.265 1 


خُلٌ كل متباينة مما يأتى: (الدرس 2-2) 
0) 27 < 30-2 6) - > 220 
2) 1+ تع > 167 3) 1637 < 2 + م325 


4) إذا كان 48 -43+2. فأوجد قيمة 43؟ (الدرس 2-2) 


خُلٌَ كل معادلة مما يأتي» وتحقق من صحة حلك: (الدرس 2-2) 
65) لل - عو 6) 2+:45 - :26 


7) 7207-5 1+ ترتو4 68 2722-2 قدو 


مسحع سار 0( 


9) ماقيمة فى المعادلة 1 - 16 وع10؟ 


1 3 4 
م2 ”7 2 0 2 
0 ما قيمة جد رع10؟ 
1 1 
م 5 28 0 ,5- 


© ه6ى*. .*.وهة© 
5 © ©. *ى *ى ٠‏ .مه 
1) ما مقطع ل للدالة الأسية 1 - *4 - ,و ؟ * * : 
وزارقا 
ها عالط أ0 بمأكاصاالطا 


2021 - 3 


م8 0 158 )© 2 


الدرس 2-3 اللوغاريتمات والدوال اللوغاريتمية ‏ 103 


اختبار متص هف 2 


الدروس من 2-1 إثئى 2-53 


مثْل كل دالة مما يأتي بيانبّاء وحدد مجالها ومداها: (الدرس 2-1 ) 
0 *(34 - تر 
2 5+ :(2)- - تار 
6 2+4+:(056- - زر 
م 8+" 325 - ممر 


5) علوم: بدأت تجربة مخبرية ب 6000 خلية بكتيرية» وبعد ساعتين 
أصبح عددها 28000 خلية . (الدرس 2-2) 


8) اكتب دالة أسية على الصورة 457 ح /[ يمكن استعمالها لتمثيل 
عدد الخلايا البكتيرية /1 بعد ساعة إذا استمر ازدياد عدد الخلايا 
البكتيرية بالمعدل نفسه» مقربًا الناتج إلى أقرب 4 منازل عشرية. 


) ما العدد المتوقع للخلايا البكتيرية بعد 4 ساعات ؟ 
66 اختيار من متعدد: أي الدوال الآسية الآتية يمر تمثيلها البياني 
بالنقطتين (3,1000) ,(125 ,0) ؟ (الدرس 2-1) 
م :(1253 - )ار 
8 *(1000)3 - مر 
© *(12501000 - مر 
« +1252 - مر 


7 سكان: كان عدد سكان إحدى المدن 45000 نسمة عام 2005 م» 
وتزايد عددهم ليصبح 0 نسمة عام 7م. (الدرس 2-2) 


8) اكتب دالة أسية على الصورة 487 ح 78[ يمكن استعمالها لتمثيل 
عدد سكان المدينة /8 بعد سنة منذ عام 2005 م» مقربًا الناتج 
إلى أقرب ثلاث منازل عشرية. 


) استعمل الدالة لتقدير عدد سكان المدينة عام 5 م. 


ل علامن المعادلتين الآتيتين: (الدرس 2-2 ) 


24-7 5 2721-3 (9 111 َّ 1213 © 


خُلَ كل متباينة مما يأتى» وتحقق من صحة حلك: (الدرس 2-2) 
0) 125 > 2013م 
11) 64 > 162+3 
3 00 
12) *163 < 3+ *(22) 
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مثل كل دالة مما يأتي بيانيًا: (الدرس 2-3) 


3) (1-<) وعه1 3 ع تر 


4) 5+ (2 - 2) وع10 4- - 0 
5) + 1)يعه! + 2 ع )زر 


16 اختيار من متعدد : ما الصورة اللوغاريتمية للمعادلة 


1 
5 - 625(4) ؟ (الدرس 2-3) 


- 625 وعه1 


1 1 
84 + - 5 ووم108 ع د 


8 4 ع 625 وع10 0 625 ع 5 روعه!1 
4 


7) اختيار من متعدد: أي التمثيلات البيانية الآتية هو تمثيل الدالة 
3+ (5 + 2) وع10 ع )زر البياني؟ (الدرس 2-53) 
م 2 


أوجد قيمة كل مما يأتي: (الدرس 2-3) 


8) 32 يع10 


9) 512 وع10 


© ..ثو.هه* 

0 4 ورعها 2211211106 
8 590000 زارة التجٍ ليح 
1) اكتب المعادلة 3 - 729 و10 على الصورة الأسية. |اللدرسع2:5 ]د 
3 - 2021 


رابط الدرس الرقمي 


لالمفعنا 
ل 
: ّ اانا 
15 !| 05 5م 1]ءم 0م 0 
ينها نم 
حسما ٠‏ لاله 
درست إيجاد قيم عبارات و ا ا 00 1 0 ١‏ 
7 يعانون حساسية في المعدة. إذ تحتوي بعض الأطعمة على أحماض أكثر مما تحتوي عليه 
(واا لازف: من القواعد. ويستعمل تدريج 0151 لقياس درجة الحموضة أو القاعدية» فانخفاضه يدل 
أطبق خاصية المساواة على حمضية الوسطء وارتفاعه يدل على قاعديته . ويُعد هذا المقياس مثالا : 
للدوال اللوغاريتمية. آخر على المقاييس اللوغاريتمية التى تعتمد على قوة العدد 10. فقيمة 713 
وت طون للفهوة تساوي 5 ينما تساوي 7 للماء النقى؛ لذا فإن تركيز أيون القهوة 
5-5-0-6 الهيدروجيني (*1]) يعادل 100 مرة تركيزه في الماء النقي. 
لأن [*11] ومرعه1- - 11م فإنه يمكنك كتابة المعادلة الآتية: 


0 للقهدة 1 51] مرعه1 + للماء لقي [:117] مرعه1- - مولام 0 0 والتي تكتب بالشكل : 


0 
رج قات ب آآم- للماء النقي 
ا ا ب ااا 
102-00 - 75م ب للشهرة( 41 

للماء التقي 70 11) 
خصائص اللوغاريتمات: تتحقق خاصية المناواة فى الدوال اللوغارسمية كما هن السمال فى:الدوال الأمية: 


خاصية المساواة في الدوال اللوغاريتمية 


التعبير اللفظي: إذا كان 5 عددًا موجيًا حيث 1 7 5 فإن /آر1085 ع 6ر105 إذا وفقط إذا كان /م ح بد. 
مثال: إذا كان 108358 ع نتو108): فإن 8 ح 22؛ وإذا كان 8 ع 32 فإن 10838 ح تدوع 10 


وبما أن اللوغاريتمات ترتبط بالأسسء فيمكنك اشتقاق خصائصها من خصائص الأسسء ويمكنك اشتقاق خاصية 
الضرب فى اللوغاريتمات من خاصية الضرب فى الأسس. 
خاصية الضرب في اللوغاريتمات 
التعبير اللفظي: لوغاريتم حاصل الضرب هو مجموع لوغاريتمات عوامله. 


الرموز: إذا كانت 8 ,/1 ,2 أعدادًا حقيقية موجبة: حيث 1 2 5 فإن: 
1 م105 + :< ,105 - /ة ر105. 
مثال: 6 وع10 + 5 مو108 ح [(5()6)] رع10 


لإثبات صحة هذه الخاصية» افترض أن : ح ا , و /1 - "5» وباستعمال تعريف اللوغاريتمات» 
فإن ,108 - 2,11 رع108 - 


د ح ار انار عوّض 
إمد - 1 + ار خاصية ضرب القوى 
/د ع1 ع " + "اط رع10 خاصية المساواة للدوال اللوغاريتمية و قف 
د روهط - ور + ور اقخصاقصن الأساسية تلوغاريتمنات 2101 
ند رع 10 - /1 رع10 + عد رعه1 عوّض عن 1 ,172 بالقيمتين لآى 108 , :ىن 108 على الترتيب ني زارت التح_ليص 


ها معنالءع عه بمأكاصأالطا 


يمكنك استعمال خاصية الضرب في اللوغاريتمات لتقريب قيم عبارات لوغاريتمية. 3 - 2021 
الدرس 2-4 خصائص اللوغاريتمات ‏ 105 


الام 4:15 6/11/19 5 105-111.1000 


106 


استعمال خاصية الضرب في اللوغاريتمات 
استعمل 0.7925 بخ 3 ,108 لتقريب قيمة 192 ي1085 . 


(3 »ا 43) يع10 - 192 رع10 3< 43 - 3< 64 - 192 


3 +-+- 43 رعه1 - خاصية الصرت قي اللوغارومات 
61 105 2-0 الخصائص الأساسية للوغاريتمات 
5 هع 0.7925 + 3 بح 5 جب 3 يع10 


أ تحقق من فهمك 
ظ 1) استعمل 0.5 - 2 يع10 لإيجاد قيمة 32 ي108 . 


تذكّر أن قسمة القوى ذات الأساس نفسه تكون بطرح الأسس. وخاصية القسمة في اللوغاريتمات شبيهة بها. 
افترض أن /1 - "6 ,ع ع 22317 إذن 1 - /1 رع10 ,11 ح نت رعه1 
0 

هادا 


- 1 - [1أر] خاصية قسمة القوى 


مم| عه يداي 


2 ,108 11 - أرق ,108 خاصية المساواة للدوال اللوغاريتمية 


ل 


ديعم - دمر الخصائص الأساسية للوغاريتمات 
0 


روه - برروها - ندروها عوّض عن 1 , 14 بالقيمتين /1 م108 , :1 م108 على الترتيب 


خاصية القسمة في اللوغاريتمات 
التعبير اللفظي: لوغاريتم ناتج القسمة يساوي لوغاريتم المقسوم مطروحًا منه لوغاريتم المقسوم عليه. 
الرموز: إذا كانت 5 ,/1 ,2 أعدادًا حقيقية موجبة: حيث 1 2 6 فإن: 
1 ,م105 - 2ر108 - 7 ر108 
مثال: 6 وع10 - 5 رع10 - ب روه1 


المتعمفال خاضية القهية هش النوغا يكنات 


استعمل 0.8982 :2 5 م105 لتقريب قيمة 7.2 م108 . 


36 2 36 
- يوها - 7.2 ,ه10 22-22-52 - 2ج 


5 - 66 مع10 - خاصية القسمة في اللوغاريتمات 


2-2 - الخصائص الأساسية للوغاريتمات 
8 - 2 جب 5 م108 
© ...هه 
دح بين كهومت 0 
1) استعمل 0.63 بخ 2 وع10؛ لتقريب قيمة 4.5 و108 . فزارة التحعة 
حا معنالع غ06 بمأكاصأالطا 
3 - 2021 


الفصل 2 العلاقات والدوال الأسية واللوغاريتمية 


مثال 5 من واقع الحياة 


استعمال خاصية القسمة في اللوغاريتمات 


علوم: يُعطى الأس الهيدروجيني للمحلول 51م بالعلاقة: جب ورقه1 - آم حيث [+11] يمثل تركيز أيون 
الهيدروجين بوحدة مول لكل لتر. أوجد تركيز أيون الهيدروجين في لتر من المطر الحمضي قيمة 511 له 4.2. 
افهم : أعطى فى المسألة صيفة إيجا او وقيمة كم للمطر الحمضى» والمطلرب معرفة تركير أيرث 


الهيدروجين في لتر من المطر الحمضي. 
خطط: اكتب المعادلة وحلها لإيجاد[ 7 2] ٠.‏ 
2 ومرعه1 11م المعادلة الأصلية 
المطر الحمضي أكثر حمضية من 2 مرعه1 - 4.2 2 - قآم 
المطر الطبيعي؛ حيث يتكون من 
اختللاط الدخان:؛ وأبخرة المشتقات [ “ا مرع10 ]1 مرعه10 - 4.2 خاصية القسمة في اللوغاريتمات 
النفطية وغيرها برطوبة الجو. 
والمطر الحمضي مسؤول عن التعرية؛ [خطاوروه! - 0 ع 4.2 0 >-1ورعه1 
كما يظهر في الصورة أعلاه. 
[خقاورعه!- ع 4.2 بسك 
[87] وروه1 - 4.2 اضرب كلا الطرفين في 1- 
+ع - 10-42 تعريف اللوغاريتم 
إذن يوجد 10-42 أو 3 مول من الهيدروجين تقريبًا فى اللتر الواحد من المطر الحمضى. 
تحقق 1 8 
محصى: | مرع10 ح 4.2 2 - 11م 
1 3 
7 مرعه! خ 4.2 عوّض10-4.2 - [+21] 
10-42 م165 - 1 ورعه1 42 خاصية القسمة في اللوغاريتمات 
(4.2-) 20 42 الخصائص الأساسية للوغاريتمات 


7 4.2 ع 4.2 
َي تحقق من ههمك 


3) استعمل الجدول الوارد في فقرة "لماذا؟" وأوجد تركيز أيون الهيدروجين في عصير الليمون . 


تذكّر أن قوة القوة توجد بضرب الأسسء وخاصية لوغاريتم القوة شبيهة بها. 


خاصية لوغاريتم القوة 


التعبير اللفظي: لوغاريتم القوة يساوي حاصل ضرب الأس في لوغاريتم أساسها. 


الرموز: لأي عدد حقيقي 1#؛ وأي عددين موجبين 7,:, حيث 1 اي فإن 
“د م 111108 ح ند ,105 


مثال: 6 رعه1 5 ع 65 رعه1 


ستبرهن خاصية لوغاريتم القوة في السؤال 48 3 - 2021 
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التحقق من الاجابة 
يمكنك ا لتحقق من إجابة 
مثال 4 بإيجاد قيمة 8ط 20 


مستعملاً الحاسبة والإجابة 
التي ستحصل عليها هي 
5 تقريبًاء ولكون 
8. مه 25 رع10 
بج 24.6438 


فهذا يعني أن 25 


استعمال خاصية لوغاريتم القوة 
إذا كان 2.3219 ب 5 رع10» فقرّب قيمة 25 رع10 


2 وج - 25 رع 10‏ 52-25 


5 وع108 2 - خاصية لوغاريتم القوة 


38 هع (2)2.3219 بح 9 - 5ر108 


هه ا مومه 


تحقق من فهماك 


4) إذا كان 1.7712 :< 7 و108» فقرّب قيمة 49 و1085 . 


يمكنك استعمال خصائص اللوغاريتمات لتبسيط العبارات اللوغاريتمية. 


تبسيط العبارات اللوغاريتمية 
دون استعمال الآلة الحاسبة» احسب قيمة 1085/64 . 


بما أن أساس اللوغاريتم 4 عبّر عن 1/64 على صورة قوة 4 . 


م 1 
45 رعها - 64ا/كرعه1 2 1764-6045 
1 
5 (43) يع10 - 4 ح 435 
3 
5 ,عم - خاصية قوة القوة 
4يعه1 3 -- خاصية لوغاريتم القوة 
3 3 
ئس - 0-1 1 
)01 9 دك 
تحقق من فهماء 
8 1/36,ج10 
8) 1/49 رع10 


وزارة التعليح 
دهن معنالع عه بمأكاصذالطة 


2021 - 3 


8 الفصل2 العلاقات والدوالالأسية واللوغاريتمية 


كتابة العبارات اللوغاريتمية بالصورة المطوئلة 
اكتب كل عبارة لوغاريتمية فيما يأتي بالصورة المطولة: 
1257-2 وعه1 
العبارة المعطاة هي لوغاريتم حاصل ضرب 1/2 ,07 ,12 
2 وع10 + ”تدوعه1 + 12 رعه1 - 12257-2 وعه1 خاصية الضرب في اللوغاريتمات 
/21 - 2 وع10 5 + 12 وع10! - خاصية لوغاريتم القوة 
) 2- 3-م 2م روه1 


2 وعو1 + 6-3 وعو1 + 2م وعه1 - 0-2 8-3 42 وع10 2 خاصيةالضرب في اللوغاريتمات 


© و 108 2 - 5رع10 3 - م رع10 2 - خاصية لوغاريتم القوة 
4 1 
ريوع 
2 - 5/3 م18 - (1 - © وع10 - حك روما خاصية القسمة في اللوغاريتمات 
الصر تت 
1 
25 - 3) وعه1 - (1 - ) وعه1 - دزبءه - 8) - 2 3/. 
1 
(25 - 3) ووه1 2 - (1 - ) وعه1 - 
أ تحتقق من ضهمك 


ظ 28) 643664 ورعه1 8) 53177205 وعه! 6( 00 1084 


ويمكنك استعمال خصائص اللوغاريتمات السابقة في إعادة كتابة العبارات اللوغاريتمية من الصورة المطولة إلى 
الصورة المختصرة. 

كتابة اكصارات اللوظاريضية بالصورة المختصرة 

اكتب كل عبارة لوغاريتمية فيما يأتي بالصورة المختصرة: 

6 (6 + 6م وهه1 ل - ندوعه1 4 


لوغاريتم المجموع 
لوغاريتم المجموع أو 


الفرق لا يساوي مجموع 
أو فرق اللوغاريتمات » 
غد (4 + :) يع10 


1 
.4 م105 2 نديعه1 3 + 2<) وعه1 4ن وع10 ع (6 + 2<) وع10 2 - بد وع10 4 خاصية لوغاريتم القوة 


3 
6+ ندا ووه - “دوعه! - 6 + بول - 63 + ب 
4 
حكتشبيوروو! - خاضية السمة في اللوقازيكمات 
6 د د 
2 4 
(6 + عن) دشر 
حل و10 - بإنطاق المقام 


ط) 2 روع10 6 + (2 + :2 ) جعه1 0.5 


65) بعو1 + 2(05 + 2) وعه1 - :21 وعو1 6 + (2 + :) عن[ 0.5 خاصية لوغاريتم القوة 


6 64 وع10 + 2 + د/دوع10 - 4 ح 26 ,2 + يول - 95 (2 + بي 
2 + عل 645 وع10 2 وناسية الضرب فيا ورغابيتمات 


أ تحتتق من فهماك 
وزارة التعليح 

26) (62) و1085 3+ )1 عد و6 و18 زوك 0078 )1 ع 68 10 1 حك )1 35 مالع عه وماك اصأالا 
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خخخ 0 


استعمل 0.7925 :< 3 ي1.1610:108 بخ 5 ,108 لتقريب قيمة كل مما 
يأتى: (المثالان 1,2) 
1) 15 رعه1 © شيعه[ 
ادك 264 

3 
5 10847 4 0.6 يعه1 


استعمل 0.5 ح 2 ي108, 0.7925 :خ 3 ي105, 1.1610 5 يعه1 
لتقريب قيمة كل مما يأتى: (المثالان 1,2) 


5) 30يع10 6) 20يع10 
7 يوه نغ 00 
09 9يع0ه1 0 8يعه1 


171) تسلق الجبال: يتناقص الضغط الجوي مع زيادة الارتفاع» 
ويمكن إيجاد قيمة الضغط الجوي عند الارتفاع © متر باستعمال 
العلاقة (8 ورع10 - 15500)5 ع 4 , حيث 7 الضغط بالباسكال. 
أوجد قيمة الضغط الجوي بالباسكال عند قمم الجبال المذكورة في 
الجدول أدناه. (مثال 3) 


القمةالجبلية الارتفاع (12) 
إفرست 56350 
تريسوني 20224 
بونيتي 6622 


إذا كان , 1.1606 بح 8م105 ,1.2091 بح 7 و 108 ,1.465 بح 5 و 108 
2 ب 10579. فقرّب قيمة كل مما يأتى: (مثال 4) 

2) 25 وع10 3) 49 وع10 
4) 48 مع10 5) 81 جع10 


6) 512 مع10 7) 729 يع10 

دون استعمال الآلة الحاسبة» أوجد قيمة كل عبارة مما يأتي: (مثان 5) 
8) 1/25 108 9) 7/32 وعه1 
21) 1/8 رعه41 


3) 1/243 ووه[ 


0) 17/49 ج10 3 


2) 1/125 ج108 50 


١-0‏ الفصل2 العلاقات والدوالالأسية واللوغاريتمية 


اكتب كل عبارة لوغاريتمية فيما يأتي بالصورة المطولة: (مثال 6) 


4) 352ند6 وع10 5) 41207 زه ررعه1 


26) 112115 رع10 37) 10/3 بعه1 


312+ 2 


8) 460-34 وع10 29 دك 

اكتب كل عبارة لوغاريتمية فيما يأتي بالصورة المختصرة: (مثال 7) 
0 7 - 6) وع10 35 -2 وع310 

1) (1 + ندة) روهط - 2:0) رعه! 5 

2 (80) وع10 2 - ا وع10 + م وع10 7 

53 (5 - 22) وع10 - (92) وع10 2 


4 ءمع10 7+ امع10 + (54) مع10 2 


5 2 و3108 - /1 وع10 - 2« وع10 


6) كيمياء: ثابت التأين للماء >1 هو حاصل ضرب تركيز أيونات 
الهيدروجين [517] في تركيز أيونات الهيدروكسيد[ 051] . 


بعد التأيّن جزيء ماء غير متأيّن 
م011 
8 « 0 
© 1 
أيون أيون 
الهيدروجين الهيدروكسيد 


أي أن صيغة ثابت التأين للماء هي [117[]0117] - ,1 حيث 
تشير الأقواس إلى التركيز بالمول لكل لتر. 


عبر عن ,1 مرىه1 بدلالة [111] ورعه1 و[ 011] ورعه1. 


) بسّط المعادلة في الفرع 2 إذا علمت أن قيمة الثابت .»1 هي 
1-4« 1 


©) إذا كان تركيز أيوئات الهيدروجين في 042و الماءء 2256 


7< 1 مول لكل لتر فما تركيز أيونات الهيادز وكسيد؟ 
وزارة التعليح 
دهن معنالءع ع0 بمأكاصذالطا 
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حدد ما إذا كانت كل عبارة فيما يأني صحيحة أم غير صحيحة: 
7 3وج10 - «بمعه! - (3 - 2«) وعه1 

8 «وع10 + 22 وع10 ح :222 وع108 

9) / ورعه!1 19 ع 196 ورعه1 

0) /1 رعه1 5 - ”1 وعه1 

1 23ع10822-10 - ع1 

2) 2 بيع10 + دريعه! ع (2 + 2) بعه1 


3) “(موعه1) - 4مروعه1 
د 


4) 2 وع10 4 - ]1 وع10 3 + 2< وع10 2 - 7 و1085 


5) هزات أرضية: يبين الجدول أدناه بعض الهزات الأرضية القوية 
التي ضربت بعض البلدان» وقوة كل منها على مقياس ريختر . 
إذا علمت أن قوة الهزة )1 تعطى بالعلاقة < مرع10+ 1 -/21 حيث 
تمثل :د شدة الهزة الأرضية» فأجب عما يأتى: 


8 أي عزتين كانت شد إحداهنا تعادل :10 أمغال شبد ة الأعرى؟ 
وأي هزتين كانت شدة إحداهما تعادل 100 مثل شدة الأخرى؟ 


4 كم درجة على مقياس ريختر تسجل هزة أرضية إذا كانت شدتها 
تعادل 1000 مثل شدة هزة يوغسلافيا عام 1963 م؟ 


ش 1 
6) استعمل خصائص اللوغاريتمات لبرهنة أن 0 
4 


مسائل مهارات التغكير العليا 


7) مسألة مفتوحة: اكتب مثالا على عبارة لوغاريتمية لكل حالة مما 
يأتي» ثم عبّر عنه بالصورة المطولة: 
لوغاريتم حاصل ضرب وقسمة. 


- 2د ريع10؟ 


9) لوغاريتم حاصل ضرب وقوة. 
4 لوغاريتم حاصل ضرب وقسمة وقوة. 
8) برهان: استعمل خصائص الأسس لبرهنة خاصية لوغاريتم القوة. 


9) تحد: أوجد القيمة الدقيقة للعبارة اللوغاريتمية(82) سن 
0 


0 اكتشف المختلف: حدد العبارة المختلفة عن العبارات الثللاث 
الأخرىء وفسّر إجابتك: 


4ر108 + 20 مرع10 ع 24 رع10| | 12 رع10 + 2 رع10 ع 24 رع10 


6 108 + 4 م108 - 24 ,105 | | 3 موع10 + 8 رع10 ع 24 رع10 


31 استعمل 0.7925 :< 105,3 لتقريب قيمة 18 108 


ابيتعمل متحنى لتك التخويل لهتسي الذي خم مدت ويد لم مكل 
منحنى كل منهما بيانيًا في كل مما يأتي (الفوس 221) 


2 2# - ومع :2 - ور 

3 53+35- مو :5 - وار 

64 2- [(2) - ممع : (2) - هر 
أوجد قيمة كل مما يأتي: (الدرس 2-3) 


5) 167 يع10 6) 277 10852 


7) كهرباء: يمكن حساب كمية التيار الكهربائى 1 بالأمبير» والتى 
١ ١ 1‏ 

يستهلكها جهاز باستعمال المعادلة 22[2) -1. حيث 7 القدرة 
بالواط» ؟1 المقاومة بالأوم. ما كمية التيار الكهربائي التي يستهلكها 
جهاز ما إذا كانت 120397 ح 2», و 369 ح 1. 
قرّب الناتج إلى أقرب عشر. (مهارة سابقة) 

حدد ما إذا كانت كل دالتين مما يأني دالة عكسية للأخرى, مع ذكر السبب: 

(الدرس 1-7) 
8 2-73 ع )و ,73 + 2 ع 20 1 
9) 1+ ول - 11,1100 - :7 - ماع 


خُلٌ كل معادلة مما يأني وتحقق من صحة حلك: (الدرس 2-2) 
6[1) 9-3 -+-811. 5ق 
3 5 - (6 + <) وعه1 


تريب ع ختبان |11 


4) ما قيمة 3ج 2108 - 8 م ع108 - 12 و ع10 2 ؟ 


0) 33-3 - تان 
2) 72-15 - دوي 


8 2وع10 © 3جع10 
8 0.5جع10 2 1 
© هه ٠.‏ لاب 
5) ما المقطع / للدالة اللوغاريتمية 3+ (684 م10 +59 8 
م3 1 0 
وزارة التعليح 
8 2 0 0 حل لعنالع عه بمأكاصذالطا 
3 - 2021 
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حل المعادلات والمتباينات اللوغاريتمية |0 
5] نال 300 3]1005نانط 16الا!23ع0] ع ونإ اعكمك 


3ع .داع أ.للالثالالا 


الملاداره 

تقاس شدة الأعاصير بمقياس يُدعى فوجيتا (هاذزن1)» 
ويرمز إليه بالرمز '5» ويصئّف هذا المقياس الأعاصير 
إلى سبع فئات من 1-0 إلى 6-'1 بحسب: سرعة الرياح 
المصاحبة للإعصار (0ة) والتي تعطى بالمعادلة 

5 + 4 ورع10 93 - نه حيث تمثل 4 المسافة التى 
يقطعها الإعصار بالميل» وبحسب طول مساره؛ وعرضه. 
وقدرته التدميرية» والفئة 1-6 هي فئة أشد الأعاصير 


32 5 


تدميرًا. 

[فمغرقة اليعادلةالبايقة تكداك تن إبساة المسافة 
التي يقطعها الإعصار بالميل عند أية قيمة لسرعة الرياح 
المصاخبة معطا بالميل لكل ساعة. 


1 0 
(فيما سيق: 
درست إيجاد قيمة عبارات 
لوغاريتمية. (الدرس 2-4) 


دم 5 طٍّ 


ا 000 


(واازلار ره 
أحل معادلات لوغاريتمية. 
* أحل متباينات لوغاريتمية. 


[االمغفرداات: 
ا ا م 
0 نالء عالطا لردعها 
المتباينة اللوغاريتمية 


/ادناوعم! عامنطالمدعها 


حل المعادلات اللوغاريتمية : تحتوي المعادلات اللوغاريتمية على لوغاريتم واحد أو أكثر. ويمكنك استعمال 
تعريف اللوغاريتم للمساعدة على حل معادلات لوغاريتمية. 


حل معادلات باستعمال تعريف اللوغاريتم 


خُلَّ المعادلة 2 ح :د ووع10» ثم تحقق من صحة حلّك. 


5 000000 
َّ ح نديوع10 المعادلة الأصلية 
3 
2 -2 تعريف اللوغاريتم 
3 
22) عدر 2 -36 
6 - 65 د ير خاضيةكوة القوة 


التحقق: عوّض عن 2 ب 216 فى المعادلة الأصلية . 


3 ْ 3 16 المعادلة الأصلية 
23 َ 
5 خ 216 ووعه1 عوّض 216 بدلا من 
9 5 
د ذَ (66()6) ريعها حذل 
1 
3 ّ 0622 و15 + 36 و10 خاصيتا ضرب اللوغاريتميات ولوغاريتم القوة 
123 5 
1255 د 
حدق من شيهاء 
3 5 
8) 2 - ند وو0[ 158) ح - 2دوروه!ا 666 .6ه 
©" ...وه 
©ه.ى ٠ ٠"‏ .هه 


ويمكنك استعمال خاصية المساواة للدوآل اللوغاريتمية بحل معادلات لوغاريتمية تحتو لوغاريعمات زوضاودالقيج ليخ 


دهن معنالءع عه بمأكاصاالطة 


3 - 2021 
2 الفصل2 العلاقات والدوالالأسية واللوغاريتمية 


لاط 9:37 6/12/19 2 112-117.1000 


التعكويض 
اختصارًا للوقت, يمكنك 


تعويض كل متغير بقيمته 
في المعادلة الأصلية 
للتحقق من صحة الحل. 


تحديد الحلول الدخيلة 
يمكن تحديد الحلول 
الدخيلة من خلال إيجاد 
مجال المعادلة؛ ففي مثال3 


مجال نتمو108 هو 15<0: بينما 
مجال (1086)3-9 هو 22<9؛ 
لذا يكون مجال المعادلة هو 
9< : وبما أن3769- فإن 
2-3 ليس حلا للمعادلة. 


خُلَ المعادلة :د3 رع108 - (4 - 2) رو10 . 
م 2 8 


اقرأ فقرة الاختبارء المطلوب هو إيجاد قيمة نا فى المعادلة اللوغاريتمية. 
حل فقرة الاختيار: 


عدت وعه1 - (4 - 22) وعه1 المعادلة الأصلية 
:3 - 4 - ير خاضية كمساو تلدواق اكدورها راكسة 
0 32-4 دغر اطرح :31 من كلا الطرفين 
0 -(1+ 402 - م حلّل إلى العوامل 
0 2+1 أو 4-0ي خاصية الضرب الصفري 
1- حر أو 4 -غن خُل كل معادكة 


التحقق: عوّض بكل من القيمتين في المعادلة الأصلية. 


1ح دير 4 عن 
(1-)3 وعما ثُّ [4ِ - 1(2-)] وعه1 (3)4 يعه1 ذ (4 - 42) رعه1 
(3-) وع10 ع (3-) روعه1 ”7 12 وع10 ع 12 وع10 


بما أن (3-) وع10 غير معرف, فالإجابة 1- مرفوضة:؛ والإجابة الصحيحة هى (1 


أ تحقق من فيمك 
2© خُلّ المعادلة 2 وع10 - (15 -22) وعه1 . 
8 3- 8 1- 52-6 ه 15 


ويمكنك استعمال خصائص اللوغاريتمات في حل المعادلات اللوغاريتمية. 
حل معادلات باستعمال خاصية الضرب فى اللوغاريتهات 


خُلَ المعادلة 2 (9 - :) م108 + :د م108» ثم تحقق من صحة حلك. 


2- (2-9)معه| + دومعه1 المعادئة الأصلية 
2- (2-9) دمع10 خاصية الضرب في اللوغاريتمات 
2- (9- )ع تحريف اللوغاريتم 
0 - 36-عو- رع بِسّط ثم اطرح 36 من كلا الطرفين 
0ح (3 +ع)(2-12) حثل 500 موه 
©608ى*. .*ثى.ووهة 
5 © ©. "*ى ٠."‏ .مه 
0 - 3+« أو 0 - 2-12 خاصيةالضربالصفري سد 
2-3 ير 1-2 خل كل ابعادقة وزارة التعليحم 
دهن فعنالع عه بمأاكاصذالطا 
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حل المعادئة اللوغاريتمية : 
عند حل متباينة لوغاريتمية 


يستثنى قيم المتغيرالتي 
لا يكون اللوغاريتم عندها 
معرّقًا. 


التحقق: 2 (و 9‏ م) يع10 + :د يعو[ 2 - (9 - «) معوه1 + بدمعه1 


2 (9 - 3-) يهه! + (3-) موه1 2 (9 - 12) بوه + 12 بعه1 
2 (12-) يهه1 + (3-) يعه1 2 3 بوه + 12 بعه1 
بما أن (3-) معو1 و (12-) مع10 غير 2 )12١3(‏ بعه1 
معرفين فإن 3- حل مرفوض. وو 
2# 
وبذلك يكون الحل هو 12 - 2د. 
تحقق من فهمك 
28 3 ج10 + 27 جع10 - دوع10 2 8) 2 - (5 + 2) مع10 + دمعه1 


حل المتباينات اللوغاريتمية : المتباينة اللوغاريتمية هى متباينة تتضمن عبارة لوغاريتمية أو أكثر» ويمكن 
استعمال الخاصية الآتية لحل متباينات لوغاريتمية تتضمن عبارة لوغاريتمية واحدة. 


خاصية التباين للدوال اللوغاريتمية 


إذا كان 1 < 5 ,0 < ند و 1< تتىر108 ١‏ فإن ا < ند 


تتحقق هذه الخاصية أيضًا إذا احتوت المتباينة رمزي التباين > , < 


حل متباينات تتضمن عبارة وغاريتمية واحدة 


أوجد مجموعة حل المتباينة 4 < * و108» ثم تحقق من صحة حلك. 


4 < تدوعه1 المشاكة الأساسعة 
4 < بن خاصية التباين للدوال اللوغاريتمية 
2-01 بِسّظ 


إذن مجموعة الحل هى 11 6 :د , 81 < 2 | :3] 


سس سس سو 7 7 7 هه 
0 100 80 60 40 20 0 


التحقق: عوّض بعدد أقل من 81» وعدد أكبر من 81 فى المتباينة الأصلية. 


و9 عع 3 -ح ير 
4 ويعه1 4 ذّ 243 وعه1 
/ 4 < 2 ”7 4 < 5 
إذن الحل صحيح. 
تحقق من فهمك ا 
#فنو ىك ك ىكل 6ه 
أوجد مجموعة حل كل متباينة مما يأتي» ثم تحقق من صحة حلك. 250 
ير وزارة التعليح 
8 3 - تدريعه1 48) 4 > ندوع10 مهنامعنبلع عه ومأكاصأالا 
3 - 2021 


4 الفصل2 العلاقات والدوال الأسية واللوغاريتمية 


يمكنك استعمال الخاصية الآتية لحل متباينات تتضمن عبارتين لوغاريتميتين لهما الأساس نفسه في كلا الطرفين. 
استثن من حلَّك القيم التي ينتج عن تعويضها في المتباينة الأصلية أخذ اللوغاريتم لأعداد أقل من أو تساوي الصفر. 


خاصية التباين للدوال اللوغاريتمية 


الرموز: إذا كان 1 < 7 » فإن م105 < تترع10 إذا وفقط إذا كان /1 < 36 


0< 0,1 < عد 


مثال: إذا كان 105635 < تتمع10 » فإن 35 < 2 . 


تتحقق هذه الخاصية أيضًا إذا احتوت المتباينة رمزي التباين > » < 


حل متباينات تتضمن عبارتين لوغاريتميتين لهما الأساس نفسه 


أوجد مجموعة حل المتباينة (1 + :<2) ي108 < (3 + ) ي1085» ثم تحقق من صحة حلك. 


(1 + 22) يعه! < (3 + 2<) يعه1 االمشايكة الأساسية 
1 +2 < 2+3 خاصية التباين للدوال اللوغاريتمية 
د < 2 اطرح1 + من كلا الطرفين 


ثم استثن قيم * التي تجعل 0 >> 3 + :دأو 0 > 1 + 2 (3- > مد أو ل - > :) 


7 3 1 
إذن مجموعة الحل هي ]8ء ,2 > > 3 |1. 


التحقق: عرّض بعدد يقع في الفترة (2 , ل -), وآخر يقع خارج الفترة (2 » 4). 


2-1 3 22-2 
(2+1) بعها ذّ (1+3) بعها (223+1) بعها ذّ (3+3) بعه1 
3ىيآ]آظط1 3 4يعه1 127 3 6ه يعه1 
”7 3يع10 < 4يعه1 الدالة اللوغاريتمية 7يعه1 < 6يعه1 الدالة اللوغاريتمية 

متزايدة عندما تكون متزايدة عندما تكون 
قيمة الأساس أكبر من 1 قيمة الأساس أكبر من 1 

إذن الحل صحيح. 

َم تحقق من فهمك 


0 رن : عة حل المتباينة (4 + :3) ج108 > (1 + 23) و108» ثم تحقق من صحة حلك. 


©6 ومهة© 
066 .6ه 
الل 7ب يي إلى 
وزارة التعليح 
ها معنالءع عه بمأكاصذالطا 
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ةا 00000000000000 


خُلَ كل معادلة مما يأتي» ثم تحقق من صحة حلّك: (مثال 1) 
1( ِ- د وع10 
2( د ع1 
3 3 ح + روعه1 
4) 3 د وو108 
5) 1ع 0 
66 دح - م15 
7 3 2 ع1 
© 3ع 27يوها 
خُلٌ كل معادلة مما يأتي. ثم تحقق من صحة حلك: (المثالان2,3) 
09 32 وع10 ع ند وع10 5 
0 8 وع10 - 2 روع10 3 
1) 6يعه1 ع 7رعه! - 48 ربرعه1 
2) 28 وع10 - 7 وع10 + 22 وع10 
3) 40 وع10 ع 5 وع10 + (42) رعه1 
4) (24-+:2) بيع10 - (2-2) بيع10 + (3-<) بع10 
5 36 ووه + 27 يروما ل - ١‏ روها 


6) #دمرعم1 - 36 مره - 8 ورع310 


أوجد مجموعة حل كل متباينة مما يأني . ثم تحقق من صحة 


حلك: (مثال 4) 

7) 3 < بدوعه1 8) 2- > ديوعه1 
9) 3- > نديعه1 0) 4 - تديعه1 
1) 4- < د وعه1 2) 2- > بد وعه1 


١-6‏ الفصل2 العلاقات والدوال الأسية واللوغاريتمية 


أوجد مجموعة حل كل متباينة مما يأتي» ثم تحقق من صحة حلك: (مثال 5) 
53) (3 - 42) يعه1 > (5 + 22) بعه1 

4) (8 - 62) وهه1 < (22) ميع10 

5) (8 + 22) وعه1 < (6 - مد4) رعه1 

6) (3 -62) بيع10 < (2 + 2<) بوع10 


27 صوت: يعطى ارتفاع الصوت .1 بالصيغة ك1مر10108- آل حيث كآ 
هي شدة الصوت. احسب شدة صوت منبه ارتفاع صوته 80 ديسبل. 
8) علوم: ثقاس قوة الهزات الأرضية بمقياس لوغاريتمي ذي درجات 


يُسمى مقياس ريختر» وتُعطى قوة الهزة الأرضية 1/0 بالمعادلة 
ورع10 + 1- 1/1 حيث :3 تمثل شدة الهزة الأرضية. 


8 كم تبلغ شدة هزة أرضية سجلت 7 درجات على مقياس ريختر؟ 
0) كم مرة تبلغ شدة هزة أرضية قوتها 8 درجات بمقياس ريختر 


مقارنة بشدة هزة أرضية قوتها 5 درجات على المقياس نفسه؟ 


9) إوله تمثيلات متعددة: ستكتشف فى هذه المسألة العلاقة بين 
الدالتين :د رع10 - 1 ,د يع10 - /1. 
4 


5 ه10 ع1 1 
4 


8) تحليليّاه قارن بين منحنبي الدالتين من حيث خطوط التقارب 
ومقاطع المحور 2؟ 


0) لفظيّاه صف العلاقة بين منحنيى الدالتين. 
©») تحليليًاه صف العلاقة بين كل من الدالتين 
(تيق1)10- -ن و تيوه - را 
وما مجال ومدى كل منهما؟ 


0) علوم: تُعطى سرعة الرياح 80 بالميل لكل ساعة قرب مركز الإعصار 
بالمعادلة 65 + 4 ورع10 93 ح 0 ؛ حيث 4 المسافة التى يقطعها 


الإعصار بالميل. 
5 عاان © ...هه 
6 اكتب المعادلة بصورة أسية. 0 


4 ما سرعة الرياح قرب مركز إعصار قطع مسافة 25 ربرج] ال ل 


دهن فعنالع عه بمأكاصذالطا 


2021 - 3 


1) صوت: تُعطى العلاقة بين شدة الصوت بالواط لكل متر مربع 1 
وطدد وحدات اسيل 8 بالتعادلة 2 ورعه1 10 - 6. 


4 أوجد عدد وحدات الديسبل لصوت شدته 1واط لكل متر مربع» 
وكذلك لصوت شدته 10-2 واط لكل متر مربع. 

4 إذا كانت شدة الصوت 1 واط لكل متر مربع تعادل 100 مرة 
من شدة الصوت الذي مقداره 10-2 واط لكل متر مربع» فهل 
تضاعف عدد وحدات الديسبل بمقدار 0مرة؟ 


مسائل مهارات التغكير العليا 


2) اكتشف الخطأ: تقوم لينا وريم بحل المتباينة 2-- < :د و1085 . أي 
منهما حلها صحيح؟ 


3) تحدٌ: أوجد قيمة 
7 ويو108 + 27 روع10 + 27 ووع10 + 27 وعه1 + 27 وع10 
4 تبرير: نص خاصية التباين للدوال اللوغاريتمية هو: إذا كان 


1 < طء فإن /إر108 < :108,3 إذا وفقط إذا كان /1 < 3. كيف يصبح 
نص الخاصية إذا كان 1 > ط > 0 » وضح إجابتك. 


5) اكتب: وضح العلاقة بين مجال ومدى الدالة اللوغاريتمية ومجال 
ومدى الدالة الأسيّة المناظرة لها. 


6) مسألة مفتوحة: أعطٍ مثالا على معادلة لوغاريتمية ليس لها حل. 


7( تبرير: ضع خطًا تحت التعبير الذي يجعل الجملة صحيحة) مع 
ذكر السبب: (علمًا بأن جميع المعادلات اللوغاريتمية المذكورة على 
الصورة 2« م108 - 1). 

8) إذا كان أساس اللوغاريتم أكبر من 1 وتقع قيمة :2 بين 1 ,0 » 
فإن قيمة /تكون (أصغر من » أكبر من» مساوية ل) الصفر. 

8) إذا كان أساس اللوغاريتم بين 1 ,0 وقيمة : أكبر من 21 فإن قيمة 
/ا تكون (أصغر من » أكبر من» مساوية ل) الصفر. 

©) المعادلة 0 ,108 - 17( لا حل لهاء لها حل واحدء لها عدد لا 
نهائي من الحلول) بالنسبة ل ط. 

4 المعادلة 1 م 108 ع /1(لا حل لهاء لها حل واحد» 
لها عدد لا نهائي من الحلول) بالنسبة ل 58. 


8) اكتب: فسّر لماذا يقطع منحنى أي دالة لوغاريتمية على الصورة 
:د م - 18 المحور :« عند النقطة (1,0) ولا يقطع المحور 1. 


خُلَ كلا مما يأتي» وتحقق من صحة حلك: (الدرس 2-2) 
9) 81 < 2-:33 
40) 3 +2722 - 7- ندج 
1 +-4-24- جع 
أوجد قيمة كل عبارة مما يأتي: (الدرس 2-3 ) 
2) 256 يعه1 
1 
45) 108 
44) 216 مع10 


5) 2401 بيع10 


بسَط كلا مما يأتي. مفترضًا أن أيّا من المتغيرات لا يساوي الصفر: 


(مهارة سابقة) 

6) 3نر. تير 1) 27235) 
6ك ا 

0 وم إيعا 


0) أي الدوال الأسية الآتية يمر تمثيلع البيانى بالنقطتير: 
(160- ,4) ,(10- ,0)؟ 


ه :100 - قمر 
8 *10)2- وار 
© *(10)4- - مر 
ه *©4م1 - ومر 


31 أي مما يأتي يمثل حلا للمعادلة ل - (1 - :<)يعه1 - ندرعو!؟ 


1 
4 5-6 © 2 
8ه 1 0ع 00 
2 ©ه.. ٠ ٠‏ .هه 
وزارة التعليح 
ها لعنالع عه بمأكاصأالطا 
3 - 2021 
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رابط الدرس الرقمي 


اللوغاريتمات العشرية 


1 0م01 


3 لع .داع أ.للالثالالا 


ساسك لاذه 
لوغار 2 وحل لاك يستعمل علماء الهزات الأرضية مقياس ريختر لقياس قوة الهزات الأرضية أو شدتهاء ويتم تحديد فوة الهزة الآرضية 
لوغاريتمية باستعمال بحساب لوغاريتم شدة الهزة المسجلة بجهاز السيزموجراف (15م5615520812). 


خصائص اللوغاريتمات. 


(الدروس من 2-3 إلى 2-5) 


واالافره 

* أحل معادلات ومتباينات : 
أسية باستعمال نيت د تتارجع أ ا ا 
اللوغاريتمات العشرية. ل اا 

* أجد قيمة عبارات 
لوغاريتمية باستعمال 
صيغة تغيير الأساس. 


(االمفررداات: 


اللوغاريتم العشري 1 ١‏ 1 5 8 ا 7 000 5 ١‏ 
ا يستعمل مقياس ريختر لوغاريتمات الأساس 10 لحساب قوة الهزة الأرضية» فمثلا تُعطى قوة هزة أرضية سجلت 6.4 


تليق فقن اسان درجات على مقياس ريختر بالمعادلة ‏ مرع10 + 1 ح 6.4 . حيث 2 شدة الهزة الأرضية. 


رهط ع835 أه ععومقا) 
اللوغاريتمات العشرية : لعلك لاحظت أن دالة لوغاريتم الأساس 10 على الصورة "2 108,0 ح /4" تستعمل في 
كثير من التطبيقات. وتّسمى لوغاريتمات الأساس 10 اللوغاريتمات العشرية » وتكتب دون كتابة الأساس 10. 


0 < دردع10 ع 2 ورعه1 


تحتوي معظم الحاسبات العلمية ,108 كونه أمرًا أساسيّاك ويستعمل المفتاح [©0] لإيجاد قيمته. 


إيجاد قيمة اللوغاريتم العشري 


استعمل الحاسبة لإيجاد قيمة كل مما يأتي مقربًا إلى أقرب جزء من عشرة آلاف: 
5ع10 

اضغط على المفاتيح: [201788] 5 |!١06[‏ تجد أن: 

0 هبد 5 ع10 


اللوغارتيم العشري 
عند كتابة اللوغاريتم دون 


أساس؛ فإن ذلك يعني أن 
الأساس هو 10 أي أن 
د تعني :3و5 10. 


) 0.3 عه10 
اضغط على المفاتيح: 03 تجد أن: 
9- به 0.3 108 


أي تحقق من فهمك 


068) 7ع10 ©6606 .6ه 
©68ى*. .*ثىووهة 
٠.0 08©‏ *.*. ".٠ه‏ 
18) 0.5 ع10 50 
وزارة التعليح 
حا معنالع 06 بمأكاصذالطا 
3 - 2021 


58 الفصل2 العلاقات والدوالالأسية واللوغاريتمية 


الام 9:39 6/12/19 8 118-126.1000 


ترتبط اللوغاريتمات العشرية ارتباطًا وثيقًا بقوى العدد 10. تذكّر أن اللوغاريتم هو أسء فمثلًا في المعادلة 108 - /[» 
/[هو الأس الذي يرفع إليه العدد 10 للحصول على قيمة :* . 


+ - 1091 جه - تدعه1 
1092-1 جه 0 1ع10 
0 -101 جه 1 -10ع10 
07 - ”107 جه ع 107 ع10 
مثال 2 من وافع الحياة حل معاد لات لوغاريتمية 


شدة الصوت: يقاس ارتفاع الصوت .1 بالديسبل» ويُعطى بالقانون ل 108 - ,1: حيث 1 شدة الصوت» 


© الربط مع الحياة أدنى حدًا من شدة الصوت تسمعها أذن الإنسان. إذا سُّمع صوت ما ارتفاعه 48 66.6 تقريبًا. فكم مرة تساوي 
0 شدة هذا الصوت شدة أدنى صوت تسمعه أذن الإنسان إذا كانت 1 ح :7,؟ 
ارتفاع الصوت» على سبيل 
المثال: 90-1000018 تعادل 3 108 60 - 1[ المعادكةالأصلية 
111 3 


ارتفاع صوت الرعد»؛ 14008 
تعادل ارتفاع صوت إطلاق 
صاروخ إلى الفضاء. 


4ع1010 - 66.6 1-س,ة»» - 1 
1 108 - 6.66 اقسم كل طرف على 10 ثم التبسيط 
1-6 الصورة الأسية 
2 بح 1 اتفحمل الحاسبة 
شدة هذا الصوت تساوي 4570000 مرة تقريبًا من شدة أدنى صوت تسمعه أذن الإنسان. 
أ تحقق من فهمك 
2 هزات أرضية: ترتبط كمية الطاقة 5 مقيسة بوحدة الإيرج التي تطلقها الأرض مع قوة الهزة الأرضية على 
مقياس ريختر /1 بالمعادلة 1.51/1 + 11.8 - 2 ع108. استعمل المعادلة لتجد كمية الطاقة التى تطلقها الأرض 
عند هزة أرضية بقوة 9 درجات على مقياس ريختر. 


وحدة الجول: 
تذكر أن الجول هو وحدة 
قياس الطاقة: وكذلك الإيرج:» 


حيث 1 إيرج - 4-7 جول 


إذا كان من الصعب كتابة طرفي المعادلة الأسّية بدلالة الأساس نفسه. فإنه يمكنك حلها بأخذ اللوغاريتم العشري لكلا 
الطرفين. 


حل معادلات أسّية باستعمال اللوغاريتم العشري 
خُلَ المعادلة 19 - *4 وقرّبٍ الناتج إلى أقرب جزء من عشرة آلاف. 

9 - 42 المعادئة اللأصلية 
9 ع1 ع “4 ع10 خاصية المساواة للدوال اللوغاريتمية 


9 ع10 - 4ع10 د خاصية لوغاريتم القوة 


9 ع10 
0 تع اقسم كلا الطرفين على 4 108 
8 ©8 .وهة© 
©608ى*. .*ثىووهة 
0 هه 2د استعمل البحاسية ل ا نا 
وزارة التعليح 
١‏ 10 تة ا هن لعنالءع عه بمأكاصأالطا 
لحل هو يم 3 - 2021 
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2120 


حل المتباينات 
تذكّر أن تعكس اتجاه رمز 


التباين عند ضرب كلا طرفي 


المتباينة في عدد سالب 

أو قسمتهما عليه. وبما أن 
0< 1087 - 3 ع10 5 

فلا يعكس اتجاه رمز التباين. 


هه ا مومه 


تحهمق : 


الحاسبة البيانية :11م -11. 


مقّل المعادلة 4 > (61)0 والمستقيم 19 > 260 بيائيًا على 
الشاشة نفسها. ثم أوجد نقطة تقاطع التمثيلين البيانيين بالضغط 


على مفتاح (69) 


»ثم اختر 


5< 4:نقاط التقاطع » ثم اضغط في أي نقطة على الشاشة» وحرّك 15 1 


12-19 


واختر منها 


سبج 


المؤشر مرورًا بنقطة التقاطع» سيظهر الزوج المرتب (2.12,19). 
الإحداثي :« لنقطة التقاطع قريب من الإجابة التي تم إيجادها جبريًا. ”» 


هه ا مومهم 


تحقق من فهمك 
8 15 - 2ق 


62 - 42 58 


يمكنك استعمال استراتيجيات حل المعادلات الأسّية لحل متباينات أَسية. 


حل متباينات أسَية باستعمال اللوغاريتم العشري 


أوجد مجموعة حل المتباينة 2 - 71 > 2357 وقرّب الناتج إلى أقرب جزء من عشرة آلاف. 


>710-2 

2-/71ع10 > 
27 - ,/) > 

> 1/108 7 - 7 
> -2 7 


> -2 7 


77 -- 
7 - 3 ع10 5 


للع 1.0972,17- > 17 | /1) 


التحقق: اختبر 2- - 1 
71-2 > 
2-2-)27 
5-0-8 


1 
* ويد > 


هه ا مومهم 


تحقق من فهمك 


48؟4) 6+1 > 272 


الفصل 2 العلاقات والدوال الأسية واللوغاريتمية 


اه 

33 ع10 

3ع 5 

5 6 3 

7 - 3 ع10 /إ5 


(7 108 - 3ع10 5)/ا 


1 > 


م 
5049 


44 > 52/+1 8 


المتباينة الأصلية 

خاصية التباين للدوال اللوغاريتمية 
خاصية لوغاريتم القوة 

خاصية التوزيع 

اطرح 7 1/108 من كلا الطرفين 

خاصية التوزيع 

اقسم كلا الطرفين على 7 108 - 3 108 5 


استعمل الحاسبة 


وزارة التعليح 
دهن لعنالءع عه بمأكاصذالطا 


2021 - 3 


صيغة تغيير الأساس: يمكنك استعمال صيغة تغيير الأساس لكتابة عبارات لوغاريتمية مكافئة لأخرى بأساس 


صيغة تغيير الأساس 


لآأي أعداد موجبة 11, ط, 4» حيث 1 عد © و1 و 2:5 


لوغارتيم العدد الأصلي للأساس آ 


لوغارتيم الأساس القديم للأساس آ 


1آآ1ظط1 
10 - 11 وع108 


لإثبات صيغة تغيير الأساس. افرض أن 2 - 1 ,108 . 


1 ح- كم تعريف اللوغاريتم 
1 10 ع تم رعه1 


7 رع10 ع م رع10 :د خاصية لوغاريتم القوة 


> 1087 
> هه ررع10 سديوها 


خاصية المساواة للدوال اللوغاريتمية 


101 

108,4 -2 اقسم كلا الطرفين على 4 ,108 
17 رع10 

. - ح 11 رعه1 4 ح بد 


0رع1.0 20 1 58 
تاريخ الرياضيات 123 ح- لال و108 صيغة تغييرالاساس 
الخوارزمي, 
هو أبو عبدالله محمد بن موسى 8 النشييل النعابسية 


الخوارزمي (848م-780م) لقب 
بأبي الجبرء وهو عالم عربي؛ أسس 
علم الجبر ووضع اسسه وابتكر 
حساب اللوغاريتمات. 


هع تحقق من فهمك 


5) اكتب 8 م105 بدلالة اللوغاريتم العشريء ثم 
جزء من عشرة آلاف. 


يمكنك استعمال صيغة تغيير الأساس لإيجاد قيمة عبارة لوغاريتمية تحتوي لوغاريتمات مختلفة الأساس» وذلك 


استعمال صيغهة تغيير الأساس 


اكتب 20 ج108 بدلالة اللوغاريتم العشريء ثم أوجد قيمته مقربًا إلى أقرب جزء من عشرة آلاف. 


©6 5 ...هه 

أوجد قيمته مقربًا إلى أقرب ‏ * 55000000005 
وزارة التعليح 
حملن معنلءع عه بمأكاصذالطا 
3 - 2021 
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استعمال صيغة تغيير الأساس 


حواسيب : البرامج الحاسوبية عبارة عن مجموعة من التعليمات تسمى خوارزميات, ولتنفيذ مهمة في برنامج 
حاسوبي يجب تحليل ترميز الخوارزمية؛ ويعى الزمن اللازم بالثوائي +1 لتحليل خوارؤمية مكونة من :7 خطوة 
بالصيغة # ر 108 ع »1 . مستعملًا صيغة تغيير الأساس حدد الزمن اللازم لتحليل خوارزمية مكونة من 240 خطوة. 


7 182 - 
0 رع10 - 


0 ج10 - 
202001062 


9 بح 


المعادئة االلأصلية 


1- 0 


صيغة تغيير الأساس 


بسشط 


الزمن اللازم لتحليل خوارزمية مكونة من 240 خطوةيساوي 7.9 ثوانٍ تقريبًا. 


هه ا مومه 


تحقق من فهمك 


6) حدد الزمن اللازم لتحليل خوارزمية مكونة من 160خطوة. 


تدرب حل الا 0111111111 


استعمل الحاسبة لإيجاد قيمة كل مما يأتي مقر ا إلى أقرب جزء من عشرة 


آلاف: (مثال1) 

1) ذع10 62 21 ع10 5 0.4 ع10 
4) 3ع10 5) 11ع10 66 3.2ع10 
7) 8.2 ع10 8 0.9ع10 9 0.04 ع10 


0 علوم: ترتبط كمية الطاقة 5 المقيسة بوحدة الإيرج التي 
تطلقها الأرض مع قوة الهزة على مقياس ريختر 1 بالمعادلة 
134 + 11.8 -:8 عه 1 . استعمل المعادثة لإيجاد كمية الطاقة 
التي تطلقها الأرض عند هزة أرضية بقوة 8.5 درجات على مقياس 
ريختر. (مثال 2) 


1') صوت: أغلق حسن نوافذ سيارته فانخفض ارتفاع الصوت من 
8 إلى 273048 إذا علمت أن ارتفاع الصوت,1آ بالديسبل يُعطى 
بالعلاقة ع1010 - حيث 1 شدة الصوتء 12 أدنى حد من 
شدة الصوت تسمعها أذن الإنسان. (مثال 2) 


22> الفصل2 العلاقات والدوال الأسية واللوغاريتمية 


8) فكم مرّة من شدة أدنى صوت تسمعه أذن الإنسان تساوي شدة 
الصوت قبل إغلاق نوافذ السيارة إذا كانت 1 ->20؟ 


4 كم مرةً من شدة أدنى صوت تسمعه أذن الإنسان تساوي شدة 
الصوت بعد إغلاق نوافذ السيارة؟ أوجد نسبة انخفاض شدة 


خُلَ كل معادلة مما يأتي, وقرّب النانج إلى أقرب جزء من عشرة آلاف: 
(مثال 3) 


12) 40 - تتم 


2.14+2-8.25 )3 


4 20.42 2د 
5) 1175-3-57 
6) 40 دتق8 
7) 1-77- لو 
8 152-110 0 0 ظآ َه 
©60.*. ...ووه 
وان 01ل 
9) 21-1/312-1 5 
وزارة التعليح 
ها معنالع عه بمأكاصأالطا 
3 - 2021 


رمثال 4) 

0) 33 < 547 21) 45 > 1-طم 
22) 41 > 21-1 35) 27 < 52-2 
24) 20 > 24 5) 36 < 637 


اكتب كلا مما يأتي بدلالة اللوغاريتم العشريء ثم أوجد قيمته مقربًا إلى 
أقرب جزء من عشرة آلاف: (مثال 5) 


6) 7 مم10 7) 16 مع10 
8) و9بيعه1 9) 21 وع10 
0 “2.7(2) ج108 1) ت/ديعه1 


2 شحن: اشترت إحدى شركات خدمة الشحن سيارة شحن جديدة 
بسعر 168000 ريال. افترض أن حل ب _ م108 - + » حيث 4 عدد 
السنوات التى مرت منذ الشراء»2 سعر الشراءء/7 السعر الحالى» 7 
التعدل السنوي لانخقاض السبعر. ' (مقان 6) 

8) إذا كان السعر الحالى للشاحنة 120000 ريال» وانخفض سعرها 
بمعدل9015؟ سنوي فما عدد السنوات التى مرت منذ شرائها 
لأقرب سنة؟ 1 

6) إذا كان السعر الحالى للشاحنة 102000 ريال» وانخفض سعرها 
بمعدل9010 سنوي فما عدد السنوات التى مرت منذ شرائها 
لأقرب سنة؟ 1 


3) علوم البيئة : يقوم مهندس بيئي بفحص مياه الشرب في أحد الآبار 
الجوفية؛ للتأكد من عدم تلوثها بمادة الزرنيخ» والتي يُقدر معدلها 
الطبيعي في ماء الشرب ب 27711 0.025 (حيث 27211 تعني جزءًا من 
المليون) » كما أن الرقم الهيدروجيني 611 لمادة الزرنيخ يجب أن 
يقل عن 9.5. حتى يكون الماء صالحًا للشرب. 

8) إذا كان تركيز أيون الهيدروجين في الماء 10-11 ا 1.25 فهل 
يعني ذلك ارتفاع الرقم الهيدروجيني لمادة الزرنيخ علمًا بأن 
قانون تركيز أيون الهيدروجين هو [*11] ع108- - 11م ؟ 

م إذا وجد المهندس 1228 من الزرنيخ في عينة حجمها .31 من 
(إرشاد: 18 1 من الماء يعادل .]1 تقريبًا. 228/128 1 - ممم 1) 


©) ما تركيز أيون الهيدروجين الذي يقابل الرقم الهيدروجيني 


34) هزات أرضية : يمكن تحديد قوة الهزة الأرضية على مقياس 
١‏ اآ 2 ش َ 
ريختر // باستعمال المعادلة 3 8 - اال حيث + كمية 
الطاقة الزلزالية التى تطلقها الأرض عند حدوث الهزة اللأرضية مقيسة 
بوحدة الجول. 


83 استعمل خصائص اللوغاريتمات لتكتب المعادلة بالصورة 
المطولة. 


) أطلقت الأرض طاقة زلزالية مقدارها 1011 »ا 7.94 جول عند 


حدوث هزة أرضية. كم قوة الهزة الأرضية على مقياس ريختر؟ 


©») أطلقت الأرض طاقة زلزالية مقدارها 1012 ا 4.47 جول عند 
حدوث زلزال ألوم روك في كاليفورنيا عام 2007 م. كما أطلقت 
الأرض طاقة زلزالية مقدارها 1015 ا 1.58 جول عند حدوث 
زلزال انكورج في ألاسكا عام 1964. كم مرّة تفوق قوة زلزال 
أنكورج قوة زلزال ألوم روك على مقياس ريختر؟ 


4) بصورة عامة» لا يمكن الشعور بالهزة الأرضية إلا إذا بلغت 
قوتها 3 درجات على مقياس ريختر أو أكثر. ما الطاقة الزلزالية 
بالجول التي تطلقها الأرض عند حدوث هزة أرضية لها هذه 
القوة على مقياس ريختر؟ 


5) َيه تمثيلات متعددة: ستحل فى هذه المسألة المعادلة الأسية 
45-83 


8) جدونيًا٠‏ أدخل الدالة 4# - /في الحاسبة البيانية وأنشئ 
جدول قيم للدالة» وذلك بتغيير قيم 3 بمقدار 0.1 في كل مرة. 
وابحث عن قيمتين تقع بينهما قيمة 1 المقابلة للقيمة 13 - /1 في 
الجدول. 


) بيانيّاه مثل بيانيّا المعادلة 4 > /1 والمستقيم 13 - /على 
الشاشة نفسهاء واستعمل أمر 101175604 لإيجاد نقطة تقاطع 


التمثيلين البيانيين. 
©) عدديا: حل ليده امير عل اسل ار لحري 
نفسها؟ فسّر إجابتك. 2*8 
وزارة التعليح 
حل لعنالع 06 بمأكاصذالطا 
3 - 2021 
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مسائل مهارات التغكير العليا 


6) اكتشف الخطأ: حَلّ كل من بلال وخالد المعادلة الأسية 
0 ح 437 . أيهما كانت إجابته صحيحة؟ فسّر إجابتك. 


خالب 


بلال 


457-0 وامكي 


10 وماح- لك وها 


120 وا م43 وها 


10 وها -5 وها م3 
0 وا 
اح م 


10 وا -5 وا م 
10 وها 


4 وها حي 


7 تحد: حل المعادلة :3 ,108 > 3 بي 105 لتجد قيمة :3 . وفسّر كل 
خطوة. 


8) اكتب: منحنى :2« م108 - (8)3 هو في حقيقة الأمر تحويل هندسي 
لمنحنى : 108 - ()/. استعمل صيغة تغيير الأساس لتجد التحويل 
الهندسي الذي يربط بين هذين المنحنيين. ثم اشرح تأثير اختلاف 
قيم داعلى منحنى اللوغاريتم العشري . 


9 برهان: أوجد قيمة كل من 27 و1085 و 3 برع10 . واكتب تخميئًا 
حول العلاقة بين © ,5,108 م 108» وبرهن تخمينك. 


0) اكتب: فسّر العلاقة بين الأسس واللوغاريتمات» وضمّن تفسيرك 
أمثلة شبيهة بتلك التي توضح كيفية حل معادلات لوغاريتمية 
باستعمال الأسسء. وحل معادلات أسية باستعمال اللوغاريتمات. 


خُلٌ كل معادلة مما يأتى» وتحقق من صحة حلك: (الدرس 2-5 ) 


41) دوع10 -4 و10 1 + 7 وع10 
2) 2 -ح (3 + <«) وع10 - 2 وع10 2 


3) 52 مع10 - 5 مع10 + ِ م105 - 48 مج150 


624 الفصل2 العلاقات والدوال الأسية واللوغاريتمية 


خُلَ كل متباينة مما يأتي» وتحقق من صحة حلك: (الدرس 2-5) 
4) (5+/) وع10 >(31-1) وع10 
5) (12 -112) وعه1 > (4 + 92) وعه1 


6) افترض أن هناك 3500 طائر من نوع مهدد بالانقراض في العالم» وأن 
عددها يتناقص بنسبة 590 فى السنة. 


تستعمل المعادلة اللوغاريتمية حرج ووم108 > + لتقدير عدد 
السنوات # ليصبح عدد هذا النوع من الطيور / طائرًا. بعد كم سنة 


8 ستتان 
8 5سنوات 
©) 3سنوات 


0 8سنوات 


تسد ع تياد | 


7) أي العبارات الآتية تمثل [(:)9] /إذا كان 
2-5 ع (مراو ,3 + يد + 2ر ع (ر)م؟ 


م 4-2 +2 
8 2-8م6- تع 
© 23+ ع9 تعر 


22-142+6 0 


ِ ًّ م د 3 3١+1‏ 
8) أي مما يأتي يمثّل حلا للمعادلة 125 - 9 7 


م 4- 
8 2- 
2 
١2‏ 4 
© ووهة© 
© 6ى*. .*ثىووهة 
©ه.. ٠ ٠‏ .هه 
وزارة التعليح 
دهن معنالع ع0 بمأكاصاالطا 
3 - 2021 


معمل الحاسبة ادبيانية : 


رابط الدرس الرقمي 


26 حل المعادلات والمتباينات اللوغاريتمية 


5ك 300 81005نالوط عالط ندع 0 ا عمأنااه5 


3ع .داع .للا لثالالا 


لقد قمت بحل معادلات لوغاريتمية جبريّاه ويمكنك أيضًا حلها بيانيا أو باستعمال جدول. 
فالحاسبة البيانية 15م 11-115' تحتوي على : مرع10 - 17 باعتباره أمرًا ساسا لعا ومدلعام 


اضغط على المفاتيح :لق < 113511 9 [!] (5©) عرض التمثيل البياني للدالة + ورعه! - يز» 
ا ا 0 | 
ٍِ 5 


باستعمال أوامر مباشرة لكتابة الدالة اللوغاريتمية. 


استعمل الحاسبة البيانية ع15م11-15؛ لحل المعادلة:(1 + :د20) و1068 ع (8 - 62) ر108 . 


الخطوة 1: تمثيل طرفي المعادلة بيانيًا. 
مثّْل كل طرف بيانيًا على أنه دالة مستقلة. 
أدخل (8 -*6) وع10؛ لتكون 51 و (1 + 202) و108 لتكون 12 . 
ثم مثل المعادلتين بيانيّاه وذلك بالضغط على المفاتيح: 


(1 + ددع رعها © 69( 0339 رو - 6 رعها © 69 5ه 


الخطوة 2: وا سح 
5 قاط التتقاطع )1( 6:تحليل الرس البباني 010550106901 
الزوج المرتب لنقطة تقاطع التمثيلين البيانيين. 
انط على منناح 60 راحدر 3(1م223731! .:.ر ..ى 3ك . 
ثم اضغط في أي نقطة على الشاشة وحرّك المؤشر مرورًا بنقطة التقاطع» 0 
المرتب (4 ,4)؛ وحيث إن الإحداثي + لنقطة التقاطع يساوي 4؛ إذن حل المعادلة يساوي 4 


6.67 0 


أ(1+::20)_هها لاد 


اس 


5 (هعد.ة6) وما اا 
الخطوة 3: استعمل خاصية الجدول لتتحقق من الحل. 2 2157 


1 م 
كته ...»0006 


لمان اعبار 1اظهار الجدول # شاشة جانبية (1 + |680) 
عند القيمة 4 ح- :» تكون قَيمّتَا / للدالتين متساويتين؛ لذا فإن حل المعادلة يساوي 4. 


لل الحاححي 0 


2.338024 


تمارين: 
استعمل الحاسبة البيانية 11-56 لحل كل معادلة فيما يأتي» ثم تحقق من صحة حلك: 


1) (3 + 122) وع10 ع (2 + دة) رعه1 © (4 - 42) يعه! - (1 + 72) يعه1 

5 (2 + +2) وع10 - 32 وع10 4 (5 + 22) وع10 ع (< - 1) ورعه1 57 

5) (52-6) وعه! ع (7 + 32) يعه1 6) (7 + <) وع10 ع (5 - 32) وع10 0 

67 (2 -32) يعه1 - (1 + 22) وع10 8 (3+©) يعه1 - 22 رعه1 ضزارك التعليح 
“1 


توسع 2-6 معمل الحاسبة البيانية: حل المعادلات والمتباينات اللوغاريتمية ‏ 125 


الام 4:26 6/11/19 5 118-126.1000 


وبطريقة مشابهة» يمكنك استعمال الحاسبة البيانية ع13م11-125' لحل متباينات لوغاريتمية 


استعمل الحاسبة البيانية ©:11-25713؛ لحل المتباينة اللوغاريتمية:(62 + 16) و1085 > (1 + :103) ي1085 . 


الخطوة 1: تمثيل المتباينات المناظرة 
أعد كتابة المسألة على صورة نظام من المتباينات. 
المتباينة الأولى هى /1 > (1 + :103) ي 108» أو (1 + :10) يع10 < يل 
والمتباينة الثانية هي (/62 + 16) و10 > /1» ثم مثلها بالضغط على المفاتيح: 


قت :> + 06 مه[ > | ©( 6339 1١‏ - 010 بعه © 60 | | ©6506 


الخطوة 2: تحديد مجموعة الحل 
الحد الأيسر لمجموعة الحل هو عندما تكون المتباينة 
الأولى غير معروفة» وهي كذلك عندما 0 > 1 + :103 . 
10+10 
1- > 10 
كب > به 
استعمل ميزة نقاط التقاطع لإيجاد الحد الأيمن» وذلك بالضغط على منت © 


بار 11ل لقنة! ر..ى /<الشظتت1ن اده ني أي نقمة 


على الشاشة وحرّك المؤشر مرورًا بنقطة التقاطع» سيظهر الزوج المرتب (2 ,1.5)؛ 
ويمكنك استنتاج أن مجموعة الحل هي [1.5 > ند > 0.1- | ندا. 


الخطوة 3: استعمال ميزة تطبيق القوائم وجداول البيانات للتحقق من الحل. 
ابدأ الجدول عند 0.1-. واستعرض قيم : بزيادة 0.1 كل مرة» وحرك المؤشر باحثًا في الجدول. 
اضغط على المفاتيح: 8©)» واكتب (1 + :103) وعه!1 - 1لا في العمود الثاني» 
(:6 + 16) وهه1 - 2 في العمود الثالث» واختر كط ني كل مرّة: سترى أن قيم 
الجدول تؤكد أن مجموعة حل المتباينة هي: [1.5 > :: > 0.1- | ا . 


3 11 لل 119-1+->ي 1ه 69 
5-5 [1جد 10) 1< 1 
4 ا 
الس امد 
د.16+6) عه1>بر 
5 


2/ ا 
*16+6)و0!- -“*109)10- 
9 17924828 1.1 
7 185022 1.22 
44 190368 1.3 
145 


تمارين: 

استعمل الحاسبة البيانيّة ©15م11-85؛ لحل كل متباينة مما يأتي. ثم تحقق من صحة حلّك: 

09 1- > «ديعه1 0 (9 +-82) وع10 > (5 + 12) وع10 

1) (9 + 4<2) وعم > (6 - 72) وعه1 2) (1+<4) وعه1 < 2:0 - 3) وعه1 الع ااا 

53) (1 -«18) وعه1 < (1 + +92) يعه1 14) 7 + <) وع10 < (5 - 32) وع10 لا 

5) (2 -32) يعه! > (1 + 22) وع10 6) (3 + <) يع10 > 22 ريع10 سححيعه 
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6 الفصل2 العلاقات والدوال الأسية واللوغاريتمية 


دليل الدراسة والمراجعة 


المفردات 


المفاهيم الأساسة الدالة الأسية ص 82 الَمتبَايْنَة ]لاسي ص +و 
النموالأسي ص 83 اللوغاريتم ص 97 
الدوال الأسية (الدرسان 2-2 ,2-1) عامل النمو ص 83 الدالة اللوغاريتمية ص 99 
5 الاضمحلال الا 84 ١‏ لة اللوغاريتمية ص 112 
* تكون الدوالالأسية على الصورة *40 > /1؛ حيث - ا 
1+ 0,5 < 0,5 2 م. عامل الاضمحلال ص 84 المتباينة اللوغاريتمية ص 114 
1 لة الأسية ص 2 اللوغاريتم العث 11 
خاصية المساواة للدوال الأسية: إذا كان 8 عددًا موجيًاء حيث لي سي للوغاريتم العشري ص 8 
1 # 5؛ فإن 61 ح 55 إِذَا وفقط إذا كان 1 ح 2 . الاك لكك ص 93 صيغة تغيير الآساس ص 121 
خاصية التباين للدوال الأسية: إذا كان 1 < 7؛ فيان 61 < 13 
إذا وفقط إذا كان /1 < :2 . اختبر مفرداتك 
الدالة الأسية 1 < 57,5 -ح (8)/دالة نمو أسي. اختر المفردة المناسبة من القائمة أعلاه لإكمال كل جملة فيما يأتى: 


الدالة الآسية 1 > 5 > 67,0 - الة اضمحلال أسى. 
عنتقا يد لاسي 1) الدالة التي على الصورة *5 - (:)لر, حيث 1 < 8 تسمى دالة 


اللوغاريتمات والدوال اللوغاريتمية (الدرس 2-5) 


* إذا كان 0 < 2 ,1 + 5 ,0 < 5 فإن الصورة الأسية للمعادلة 


اللوغاريتمية :1 م108 ح /1 هي :: - 517؛ والصورة 2 ال 0 
اللوغاريتمية للمعادلة الأسية 617 ح دهي /1 ح :2 ىن 108 ساس 0 

خصائص اللوغاريتمات (الدرس 2-4) 53) يسمى اللوغاريتم ذو الأساس 10 

» خاصية المساواة للدوال اللوغاريتمية: إذا كان 8 عددًا موجياء 
حيث 1 غد 5؛ فإن /1 م 108 ح 2 , 108 إذا وفقططإذا كان 4 ل هي معادلة يظهر فيها المتغير على صورة أس. 
|1 -2. 
الضرب والقسمة: إذا كانت 8 ,/1 ,2 أعدادًا حقيقية موجبة: 8 وكيك اعمال كتابة عبارات لوغاريتمية 
خيه 1م فإن» مكافئة للوغاريتم بأساس مختلف. 


1م 108+ عدى 108 ع برإندى 108 
و/آم105 - درعه1! - 105 


لوغاريتم القوة: لأي عدد حقيقي 111 وأي عددين موجبين 
,د حيث 1 عد 6 فإن:2 ى 2111108 "ندى 108 . 


66 يُسمى الأساس 7 - 1 فى الدالة الأسية “( - 4)1 ع (24)2 


خاصية التباين للدوال اللوغاريتمية: إذا كان 1 < 6) فإن 
/1ى 108 < ند 105 إذا وفقط إذا كان /1 < :2 . 67 تُسمى الدالة دوع10 - 1» حيث 1 2 0,5 < 5 


اللوغاريتم العشري (الدرس 2-6) 
© اللوغاريتم العشري هو اللوغاريتم الذي أساسه 10 . 


صيغة تغيير الأسا 57" 1 
ل غحة تد : -_ 
يعه سير الأساب 1 كد دديو0 


©6» ووهة© 
608 *. ...وه 
© ©. "*ى*ى ٠",‏ .مه 

وزارة التعليح 

دهن معنالع عه بمأكاصأالطا 
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2 دليل الدراسة والمراجعهة 


مراجعة الدروس 


55ؤذو الدوال الأسية (الصفحات 89 - 82) 


مثّْل كل دالة مما يأتى بيانيّاه وحدد مجالها ومداها: 


8 3ح مار 9 *(5)2- - مر 
0 34-6 - وار 11) 322+5 - وار 


12 3155-1 - هر 15) + 22 دصر 


4) سكان: يبلغ عدد سكان مدينة ما 120000 نسمة» وقد بدأ العدد 
بالتناقص بمعدل 390 سنويًا. 


83) اكتب دالة تمثل عدد سكان المدينة بعد 1 سنة. 


9) كم سيكون عدد السكان بعد 10 سنوات؟ 


مثل الدالة 1+-*(2)3- - 20 
بِياننّا وحدد مجالها ومداها. 


التمثيل البياني للدالة هو تحويل 
للتمثيل البياني للدالة *3 ع (2) 

٠‏ 2- > م: ينعكس التمثيل البياني 
حول المحور : ويتسع رأسيا. 
ل 0 > :لا يوجد انسحاب أفقى. 
© 1-ت/:يسح التمثيا السياندي وحدة واحدة إلي ا 5 
1 - 2: يسحب التمثيل البياني وحدة واحدة إلى الا 

المجال هو مجموعة الأعداد الحقيقية . 


المدى هو [1 > (2)/ | )11 


22 6 حل المعادلات والمتباينات الأسية (الصفحات 92-96) 


خُلَ كل معادلة أو متباينة مما يأتي: 


1 > 032+7 د ميك 
15( ات 16 16 9 - 34 
7) 22-3ع - اتيم 8) 25641 - 3/0 - 83 


19 نن 1 


ل 2 22-1 3 

لي) < 3 0 2-1تويه تبج 

1) بكتيريا: بدأت عينة خلايا بكتيرية ب 5000 خلية. وبعد 
8 ساعات أصبح عددها 28000 خلية تقريبًا. 


8) اكتب دالة أسية تمثل عدد الخلايا البكتيرية بعد :2 ساعة إذا 
استمر تغير عدد الخلايا بالمعدل نفسه مقربًا الناتج إلى أقرب 
ثلاث منازل عشرية. 


ط) ماعدد الخلايا البكتيرية المتوقعة بعد ط 32؟ 


28 الفصل2 العلاقات والدوالالأسية واللوغاريتمية 


خُلَ المعادلة 32-1 -ح 43, 


اعد دوة ى +15 المعادلة الأصلية 
1- 225 ت- 20) أعد الكتابة لتوحيد الأساس 
25-5 - 262 


52-5 د يوم خاصية المساواة للاأسس 


دهن معنالءع عه بمأكاصاالطا 
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55 اللوغاريتمات والدوال اللوغاريتمية (الصفحات 105 - 97) 


2) اكتب 4- - حِلدٍ رع10 على الصورة الأسية. 
3) اكتب 100 - 102 على الصورة اللوغاريتمية. 


أوجد قيمة كل مما يأتي: 


4) 256 يعه1 5) 2 روه 


مثّل الدالتين الآتيتين بيانيًا: 
6) 4 + 2 ورعه! 2 - 0 


7) 6-2 روما - وار 
3 


5 خصاتص اللوغاريتمات (الصفحات 111 -105) 


استعمل 0.4307 :< 2 و 108 ,1.7227 :< 16 ب 108 لتقريب قيمة كل مما 


يآتي: 


8) 8جع10 9) 64 مع10 


0 4جع10 31 0 


1 
2) 105 
اكتب كل عبارة لوغاريتمية مما يأتى بالصورة المطولة: 
3 22717223 وع10 4) 0-2 4ع 3- زم وعه1 
اكتب كل عبارة لوغاريتمية مما يأتى بالصورة المختصرة: 
5 (4 - نم وهال - 2ند ووه 3 
6 (1082)22-1 - (1 - 2) وع10 2 
7) هزات أرضية: تقاس قوة الهزة الأرضية بمقياس لوغاريتمي 
يُسمى مقياس ريختر» وتعطى قوة الهزة /1 بالمعادلة 
تدمرعه! + 1- /ل حيث 2 شدة الهزة الأرضية. كم مرة تعادل 


شدةٌ هزة أرضية سجّلت 10 درجات على مقياس ريختر شدةً هزة 
أرضية أخرى سجّلت 7 درجات على المقياس نفسه؟ 


أوجد قيمة 64 ر108 . 


/1 - 64 روع10 افرض أن العبارة تساوي /1 


21 - 64 تعريف اللوغاريتم 
1 - 26 26 - 64 


6-1 خاصية المساواة تلدوال الأسية 


إذن 6 - 64 وع10. 


استعمل 0.4307 بخ 2 و 108 ,1.7227 ب< 16 و 108 لتقريب قيمة 
2 . 


(2 ؟ا 16) م108 - 32 و 108‏ 32-162 


2 + 16و108 - خاصية الضرب في اللوغاريتمات 


7 حل 1.7227 بح استغمل الحاسيه 


- 4 


اكتب 2 4- /1 2:2 و108 بالصورة المطولة: 
العبارة هي لوغاريتم حاصل ضرب 4,2 /1:2,1 
4ن 2ت وعه1 
2 وع10 + 14 وع10 + 22 وع10 - خاصية الضرب في اللوغاريتمات 
2 و18 + /1 وع410 - د وع210 - خا 8 ه#طهغياريتم المقوة 2 8 


0 اما 
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2 دليل الدراسة والمراجعة 


| 2-5 ع حل المعادلات والمتباينات اللوغاريتمية (الصفحات 112-117) 


خُل كل معادلة أو متباينة مما يأتي إن أمكن, ثم تحقق من صحة حلك: 

خُلٌ المعادلة 10836 - 1053:1054 ثم تحقق من صحة حلك. 
8 5 1051 6 - 4 و108 + 33 و108 المعادلةالأصلية 

6ج - (3)4 وع10 خاصية الضرب في اللوغاريتمات 

6 - (3104 خاضية المساواة كلدوال اللوغاريتمية 
59) وح وهنا 4 صية واة للدوال اللوغاريتمية 
64 6 -ح 12 اشير 

2-3 اقسم كلا الطرفين على 12 
0) 3 > عديعه1 التحقة : 


1056 3 4مع18 +32 وع10 


1 3- > ندوع10 6 مع ح 4 وعه1 + 3:3 وعه1 


6 ج10 3 4وع + و9وع10 


2) (42) وع10 - (1 - 32) وع10 106 3 4 » 9) وعه1 


16 0 16 
3 (3-) وعه1 - (18 - 2:2) وعه1 
الحل صحيح. 


44) (2 -2) وع10 > (4 + 32) وعه1 


خُلٌ المتباينة 2 > ب 108 ثم تحقق من صحة حلك. 
45) صوت: استعمز القانون ك1مرع10 10 ع ,ل حيث .1 ارتفاع 5 2 د جوع10 المتباينة الأصلية 
الصوتء :1 الشدة النسبية للصوت لإيجاد الفرق بين ارتفاع 5 >2 خاصية التباين للدوال اللوغاريتمية 
8 مك ف بسّط 
أصوات 20 شخصًا يتكلمون في الوقت نفسه وارتفاع صوت 
شخص واحد على فرض أن الشدة النسبية لصوت الشخص إذن مجموعة الحل هى للع درف> | 


الواحد يساوي 8007 . النممة 
عوض بعدد أقل من 9» وعدد أكبر من 9 في المتباينة الأصلية 


1 


لمم 
4 

درادن د زاون ««إدن 

درادن د ادن د بإدن 


جم 
4 
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0 الفصل2 العلاقات والدوال الأسية واللوغاريتمية 


ال الوغاريتماتالعشرية (الصفحات 124 - 118) 
خُلٌ كل معادلة أو متباينة مما يأني وقرّب الناتج إلى أقرب جزء من 
عشرة آلاف. 

33 - 15 6 

7) 5-28دم 

87+1- 30 )8 

1217-1-77 )9 


357 < 24 0 


5112 > 3: )51 


2 اكتب كلا مما يأتي بدلالة اللوغاريتم العشريء ثم أوجد قيمته 
مقربًا إلى أقرب جزء من عشرة آلاف. 
83 11يعه1 


) 15وعه1 


ربحًا سنويًا نسبته 590» وتضاف الأرباح إلى رأس المال كل 4 


أشهر. استعمل القانون “” (2 + 2)1 - ل حيث 4 المبلغ 
الكلى يعدغ سئة2 المبلغ الأصلى الذي ثم اسماره أو راس 


المال»7 معدّل الربح السنوي» 7 عدد مرات إضافة الأرباح إلى 


رأس المال في السنة. 
8) كم يكون الزمن المتوقع ليصبح المبلغ الكلي 15000 ريال؟ 


) كم يكون الزمن المتوقع ليصبح المبلغ الكلي مثلي المبلغ 
الأصلي؟ 


خُل المعادلة: 1+*7 ح *53, وقرّب الناتج إلى أقرب جزء من عشرة 


آلاف. 
72+1 32م 
1 و1 - 535 ع10 
7 - 2) - 3121085 


3:2 108 5 - 21087 +- 7 


3:2 108 5 - 21087 - 7 


1)3 1085 - 1087 -7 


1067 


225125-77 


1 بح د 


المعادلة الأصلية 


خاصية المساواة للدوال 
اللوغاريتمية 


خاصية القوة 
للوغاريتمات 


اطرح 7 108 من كلا 
الطرفين 


أخرج :1 عامل مشترك 


اقسم كلا الطرفين على 
17 - 5 3108 


استعمل الحاسبة 


دهن معنالءع عه بمأكاصاالطا 
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دليل الدراسة والمراجعة 


تطبيقات ومسائل 


4) أسعار: تزداد أسعار السلع سنويًاء بسبب ما يسمى التضخم. ونتيجة 
لذلك» يزداد سعر إحدى السلع بمعدل 45 سنوياء ويُعطى سعر 
هذه السلعة بالدالة /(275)1.045-(2/1)8». حيث + عدد السنوات 
بعد عام 1432ه (الدرس 2-1) 

4 إذا استمر تضخم سعر السلعة بمعدل 0 سنويًاء فكم سيكون 
سعرها عام 1447ه تقريبًا؟ 

5) سيارات: ينخفض سعر سيارة جديدة سنويًا بدءًا من لحظة شرائهاء 
ويُعطى سعر هذه السيارة بعد 4 سنة من شرائها بالمعادلة 
'(8000000.8 ع ©6)/. (الدرس 2-2) 

3) ما معدل انخفاض سعر السيارة سنويًا؟ 


4 متى يصبح سعر السيارة مساويًا لنصف سعرها الأصلي؟ 


6 استثمارء ورئت فاطمة عن والدها مبلغ 250000 ريال» واستثمرته 
في مشروع» وتزايد كما في الجدول أدناه: (الدرس 2-2) 


المبلغ (ريال) 


200 
2322202 


20006 9 


8) اكتب دالة أسية يمكن استعالما لإيجاد المبلغ الكل بعد / سنة من 
الاستثار. 
©) إذا استمر تزايد المبلغ بالمعدل نفسه» ففي أي سنة يصبح المبلغ 
الكلى 500000 ريال تقرييًا؟ 
7 كيمياء: يُعطى عدد السنوات # اللازمة لاضمحلال الكمية الأصلية 
0 جرام من مادة مشعة لتصبح 1 جرام بالمعادلة 


م168 16 
0 -غ2 (الدرس 2-3) 
2 مر165 


8 بشكل تقريبي» بعد كم سنة تقريبًا يضمحل 1008 من المادة 
المشعة لتصبح 308؟ 
52) ما النسبة التقريبية لما يتبقى من 1008 بعد 40 سنة؟ 


2 الفصل2 العلاقات والدوالالأسية واللوغاريتمية 


8) زلازل: مقياس ريختر هو نظام عددي لتحديد قوة الزلازل. وتعتمد 


درجة مقياس ريختر ؟1 على الطاقة الصادرة عن الزلزال 2 بوحدة 
الكيلوواط لكل ساعة. وتُعطى !1 بالعلاقة: 
46 - (0.378) ورعه! ٠‏ 0.67 ح- 1 (الدرس 2-5) 


8) أوجد قيمة ؟1 لزلزال أصدر 1000000 كيلو واط فى الساعة. 
9) قدّر كمية الطاقة الصادرة عن زلزال قوّته 7.5 على مقياس ريختر. 


9) أحياء: يعرّف زمن الجيل © بأنه الزمن اللازم ليصبح عدد فصيلة 


نادرة من الحيوانات مثلى ما كان عليه» ويُعطى بالصيغة 


محتايكيت 1 8 0 00 
10,4 2 © » حيث 7 العدد الأصليء 4 العدد النهائي» / الفترة 


الزمنية. إذا كان زمن الجيل لهذه الفصيلة 6 سنوات» ويوجد الآن من 
هذه الفصيلة 5حيوانات» فما الفترة الزمنية اللازمة ليصبح عدد 
حيوانات هذه الفصيلة 3125 حيوانًا؟ (الدرس 2-5) 


0) صوت: تُعطى العلاقة بين شدة الصوت بالواط لكل متر مربع ()؛ 


وعدد وحدات الديسبل 8 بالمعادلة 
1 
210-12 مربعه1 10- 8 (الدرس 2-6( 


8) حدّد شدة الصوت إذا كان عدد وحدات الديسبل 100. 


م( قارنت سميرة الصوت في الفرع 2 مع صوت آخر عدد وحدات 
الديسبل فيه 50 ديسبل » فاستنتجت أن شدّة الصوت الثاني 
تساوي نصف شدّة الصوت الأول. هل استنتاجها صحيح؟ برّر 
إجابتك. 

©) صوت شدّته 1075 << 1 واط لكل متر مربع. كم يزيد عدد 
وحدات الديسبل إذا ضوعفت شدته؟ 


31) مال: السعر الأصلى لسلعة 8000 ريالء وازداد سعرها باستمرار؛ 


بسبب التضخم بطريقة الربح المركب حتى بلغ 12000 ريال بعد 5 


سنوات. (الدرس 2-6) 


8) إذا كان معدل التضخم 0 سنوياء فبعد كم سئة يصبح سعر 


السلعة 12000 ريال ؟ 
) ما معدل التضخم الذي يصبح عنده سعر السلعة 12000 ريال بعد 
5 سنوات؟ 
© .وهة© 
©#ه6.ى. * ث.وهه» 
.*...١‏ ..ء.ه 
وزارة التعليح 
دهن معنالع عه بمأكاصاالطا 
3 - 2021 


مثّل كل دالة مما يأتى بيانياه وحدد مجالها ومداها: 


) 35-35+2- زر 


55 -2 3" -5 6 


خُل كل معادلة أو متباينة مما يأتي وقرّب النانج إلى أقرب أربع منازل 
عشرية كلما لزم ذلك: 
3 3+ -1+همق8 
011 2-_ 
4) |2 < 9 
5( 2202-1 24+37 
66 6 رعه1 ع (7 - 22) رعه1 
6 2 < دوعه1 
8 4 وعه1 ع (3 - :<) وعه! + 2 وعه1 


09 1-117-ثم 


استعمل 0.4307 بخ 2 ءٍ 108 ,1.4899 بخ 11 و 108 لتقريب قيمة كل 
مما يأتي إلى أقرب جزء من عشرة آلاف: 
0) 44 وع10 


011 5 ج108 


12) سكان: كان عدد سكان مدينة ما قبل 10 أعوام 150000 نسمة» ثم 
تزايد بعد ذلك عددهم بمعدل ثابت كل سنة» ليصبح الآن 185000 


سمهة. 


8 اكب دالة أسية يمك أن فشكل عدد السكان ود ناسنة إذا استمرت 
الزيادة بالمعدل نفسه مقريًا الناتج إلى أقرب أربع منازل عشرية. 


) كم يصبح عدد السكان بعد 25 سنة؟ 
3) اكتب 3 - 27 و105 على الصورة الأسية. 
4 كسمن متهداف: ما قيمة لدي 108؟ 


م 3- ىق 


سرإين دن 


1 
9 3 


5) زراعاة: تمثّل المعادلة 3962520)0.98(7 > بإ تراجع عدد المزارع 
في بلد ماء حيث 2 عدد الأعوام منذ عام 1380 ه. /! عدد المزارع. 


8) كيف يمكنك أن تعرف أن عدد المزارع يتناقص؟ 
0) بأي نسبة يتناقص عدد المزارع؟ 
© تنبأ بعد كم سنة يصبح عدد المزارع مليون مزرعة. 
6) توفير: استثمر سلمان مبلغ 75000 ريال في مشروع تجاري متوقعًا 
ربحًا سنويًا نسبته 990. بحيث يتم إضافة الأرباح إلى رأس المال 


3 


شهريا . 
6 ما المبلغ الكلي المتوقع بعد 5 سنوات؟ 
8) بعد كم سنة يتوقع أن يصبح المبلغ الكلي مثلي المبلغ المستثمر 


عند البداية؟ 
©) بعد كم سنة يتوقع أن يصبح المبلغ الكلي 100000 ريال؟ 


7) اختيار من متعدد: ماحل المعادلة 
8 - 27رع10 - 16 رعه1؟ 
م + 26 


8 0 8 


حم 


8) اختيار من متعدد: أي الدوال الآتية لها التمثيل البياني أدناه؟ 


8 (5 - +) ورعه!1 - 1 


8 <«ورعه! 5 1 
© (5 + +) ورعه! - 1 
فعرومم دو 0 85::.ب::؟:: 
9) اكتب العبارة اللوغاريتمية وزارة التعليح 


12 م165 38 )2 3-2 2( م1.65 6 دن م18 ا عه بعك اصذا/ط 


ا 14 - 2021 
الفصل 2 اختبار الفصل ‏ 133 


(فيملا سييق: 
درست الدوال المتلشة: 
وتمثيلاتها البيانية. 


زواا لان : 


* أثبت صحة المتطابقات 
المثلثية وأستعملها. 
أستعمل المتطابقات 
المثلثية لمجموع زاويتين 
والفرق بينهما. 
استعمل المتطايبقات 
المثلثية لضعف الزواية 
ونصفها. 
أحل معادلات مثلثية. 


الملاذااله 


9 الكترونيات: تستعمل 
الموجات الراديوية في 
العديد من الأجهزة ١‏ 
الإلكترونية كالتلفاز والهاتف 
النقال وغيرها. ويمكن تمثيل 
الموجات الراديوية بالدوال 
المثلثية» بحيث يمكن إيجاد 
قدرة الجهاز باستعمال 
معادلة مثلثية. 


قراءة سابقة: اكتب 
قائمة بما تعرفه عن الدوال 
المثلثية» ثم تنبأ بما ستتعلمه 
في هذا الفصل. 


المتطايقات والمعادلات المثلثية 


5ط 200 10621111165 عأناع0110111ع1112 


تشخيص الاستعداد: للتأكد من المتطلبات السابقة» أجب عن 


أسئلة الاختبار السريع الآتي: 


حدّل كل عبارة فيما يأتي تحليلًا تاه وإذا لم يكن ذلك ممكنًا 
فاكتب "أولية". 


1) م4 + 162- 2 522-20 


6+ عر - 42 4 2172-7-15 


5) هندسة: مساحة قطعة ورقية مستطيلة الشكل هى: 
حص (8 + تدم + 2*). إذا كان طول القطعة: مك 4 + 2). 
فما عرضها؟ 
خُلّ كلا من المعادلات الآتية باستعمال التحليل: 
66 0-«عم دمر 7 22-350 + مر 
8 22-9-0 9 12-0+:1:2-7 


00 حدائق: قامت ليلى بتخصيص 
حوض مستطيل الشكل لزراعة 
الورود فى منزلها. إذا علمت أن 
مساحة الحوض 4242 + وبعذية 
عددان صحيحان » فأوجد قيمة :د 
الممكنة. 


أوجد القيمة الدقيقة لكل دالة مثلثية فيما يأتي: 


45١ )1‏ صذه 2) “225 وم 
13) “150 حلم 14) 120 خنذه 


5) قصر المصمك: يقف سلمان 
أمام برج قصر المصمك التاريخي 
كما فى الشكل المجاور. ما 
ارتفاع البرج؟ 


رابط الدرس الرقمي 


.نالع .داع أ.للالثالالا 


مراجعة المفردات 
الحل الدخيل (501116101 22160115]ءاء) : 
الحل الذي لايحقق المعادلة الأصلية. 


الزاوية الريعية (ع2281 1120122621ن): 
زاوية في الوضع القياسي بحيث يقع ضلع الانتهاء لها على أحد 
المحورين 2 أو /1 : 


الزاوية المرجعية (ع23281 ععمععع]ء:): 

إذا كانت 0 زاوية غير ربعية مرسومة في الوضع القياسي» فإن 
زاويتها المرجعية 0 هي الزاوية الحادة المحصورة بين ضلع انتهاء 
الزاوية 0 والمحور *؛ ويمكن استعمالها؛ لإيجاد قيم الدوال 
المثلثية لأي زاوية 0. 


دائرة الوحدة (عكيك ]1ن): 
هي دائرة مرسومة في المستوى الإحداثي» ومركزها نقطة الأصل» 
وطول نصف قطرها وحدة واحدة. 


الدالة الدورية (62ع617 عذلم1ميعم): 
هي دالة تمثيلها البياني عبارة عن تكرار نمط على فترات منتظمة 
متتالية. 


النسبة المثلثية (1200 عتاعتمم ممع تا): 

نسبة تقارن بين طولي ضلعين في المثلث القائم الزاوية. 

الدوال المثلثية للزوايا 

(5ع2281 121ع2ع5 01 1111510115 ع1أتاع215010121ا) : 

لتكن 0 زاوية مرسومة في الوضع القياسي؛ وتقع النقطة ( /17)3:,1 
على ضلع انتهائها. باستعمال نظرية فيثاغورس يمكن إيجاد 7 
(المسافة من النقطة 7 إلى نقطة الأصل) باستعمال الصيغة 

2 + 1/2 ح /. وتكون الدوال المثلثية الست للزاوية 60 معرفة 
كما يأتي: 


- 0 وم خ ع 5110 


0 را, 
0 ,2 دم 
1# 6 


باب | نه 


معي 0 عدر - 6 هما 


دهن معنالع عه بمأكاصذالطا 


2021 - 3 


الفصل 3 التهيئة للفصل ‏ 1359 


134-135.1000 5 


درست كيفية إيجاد قيم الدوال 
المثلثية. (مهارة سابقة) 


زولا ار ره 

" أستعمل المتطابقات 
المثلثية لإيجاد قيم الدوال 
المثلثية. 

" أستعمل المتطابقات 
المثلثية لتبسيط العبارات. 


(المغرداات: 


المتطابقة 
نامعل 
المتطايقة المثلثية 


[اتأمعل! عأناع ممع 
المتطابقات النسبية 
165 لمعل أمعء نأمنا0 
متطابقات المقلوب 

كع تالأمعل! أهعم ماوع 
متطابقات فيثاغورس 
كع الأمعل1 مدع رمع 3 الام 
متطابقات الزاويتين 
المتتامتين 

دع لامعل ممتءمناامى 
متطابقات الدوال الزوجية 
والدوال الفردية 

د نامعل معناع-000 


متطابقات الزاويتين 
المتتامتين: 


يمكن كتابة متطابقات 


الزاويتين المتتامتين 
بالدرجات كما يلي: 


0 5» ح (905-60) زو 


رابط الدرس الرقمي 


5 أأاأمعل! عأناع مومع 111 


تُسمّى كمية الضوء الساقطة من مصدر ضوتي على سطح. الاستضاءة (). وتقاس 
الاستضاءة بوحدة قدم / شمعة» وترتبط بالمسافة *1 مقيسة بالأقدام بين المصدر 


الضوئي والسطح بالعلاقة ج!- -0 560 : حيث 1 شدة إضاءة المصدر مقيسة 
بالشمعة, و0 هي الزاوية بين شعاع الضوء والمستقيم العمودي على السطح 
(الشاشة)» وتستعمل هذه العلاقة فى التطبيقات الضوئية والبصرية كالإضاءة 
والتصوير. 
المتطابقات المثلثية الأساسية: تكون المعادلة متطابقة إذا تساوى طرفاها لجميع قيم المتغيرات فيها. فمثلًا: 
(3 - *) (3 + د) - 9- 22 متطابقة؛ لأن طرفيها متساويان لجميع قيم <» والمتطابقة المثلثية هي متطابقة تحوي 
دوال مثلثية.وإذا وجدت مثالًا مضادًا يثبت خطأ المعادلة» فالمعادلة عندئذٍ لا تكون متطابقة. 
المتطابقات المثلثية الأساسية 
:ب 0566© -_ 
0ج 0 صزو, سح ح 0 6 
: 1 
0 خ 06 مزو, مح -ح 0 عي 


1- 
0 خ# 6 9 , حدس ح 0 ععو 


0 ع 6 نه - 60م 


1 

” 6 مه 

286-1مزو +06 2وم (4 مأو ,4 005) 
0 “هو - 1 + 6 مها 


وى -1 +60 62م 


حسب نظرية فيثاغورس 1 - 0 “رزو + © 2052© 


متطابقات الزاويتين 6 05 - ]0 -3 0 511 5-8 


2 
١‏ كنا ب 3 5 1 


] [ 
5 2-60[ - 0 


2 (5-0 )ومه - بك - 0 مزه 


7 1 
(2-28 )01 حي - 0 جلها 


متطابقات الدوال الزوجية 6 مذهة- ع (60-) زه 


الدوال الفردية: 
سهد 0 وم ع (60-) وم 


60 مهةخ- ع (0-) 2ه 


ب ع (6-) صرزة 
+ ح (86-) وم 


2021 - 3 


6 الفصل 3 المتطابقات والمعادلات المثلثية 


الل 9:45 6/12/19 


136-140.1000 6 


يمكنك استعمال المتطابقات الأساسية» لإيجاد القيم الدقيقة للدوال المثلثية» كما يمكنك إيجاد قيم تقريبية لها 
باستعمال الحاسية البيانية. 


استعمال المتطايقات المثلثية 
8) أوجد القيمة الدقيقة ل0 ومه. إذا كان ل ت 0 صزو. “180 > 0 > *90 . 


1 - 60 2طزو + © 0052 متطابقات فيثاغورس 


60لصذةو -1- 28وون اطرح 0 5122 من كلا الطرفين 
2 
[2)-1- 0 “وى عوّض ل بدلا من0 5ذه 
1 5 
جد- 1 حت 6 52ومى أوجد مربع العدد ل 
15-_-م2 
16 ع 0 “وم اطرح 
1/1 
كلض _ © 05 خد الجدر التربيعي لكلا الطرفين 


وبما أن 0 تقع في الربع الثاني» فإن 0 205 تكون سالبة » ولذلك فإن بك - ح 0 وم» , 


التحقق: استعمل الحاسبة لإيجاد الإجابة التقريبية. 
الخطوة 1: أوجد لط 1 زه 

“148 - 3 1تيززة استعمل الحاسبة 

لأن 07 > 6 > 905., فإن "165.52 ع ”14.48 - 1805 .ع 90 . 
الخطوة 2: أوجد 6 5م 


عوض عن 0 ب 165.527 . 
7 بح 165.525 205 


يساعدك الجدول والشكل أدناه 
على تذكّر أي الدوال المثلثية 15 _ 
1 007 000 


موجبة؛» وأيها سالبة في كل ربع 
من الأرباع: 1,2,3,4 . 


7 بح 0.968- ك7 


) أوجد القيمة الدقيقة ل0 »5ه إذا كان “360 > 0 > *270 ري - ح 0 06» 


0“عى - 1 +وةغنى متطابقات فيثاغورس 

0*“عى - + 2-) عوّض 3 - بدلا من 0 06 

0*عى - 1 +22 أوجد مريع العدد ثّ - 
١ه‏ | 6 0 عو - 1 خن الجدر التربيعي للطرفين. 
59 وبما أن 0 تقع في الربع الرابع» فإن 0 »5ه سالبة» ولذلك كثلا- - و عو . 


قصمتاعصة لله 8 أ تحقق من فهمك 


5 8 أوجد القيمة الدقيقة ل صذة إذا كان ط - 0 ومء » "360 > 8 > *270 . 
أصععصة 1 ق 7 3 سسا ف م 
عصتومه © 8) أوجد القيمة الدقيقة ل 6 © إذا كان 2- -0 صتى "270 > 0 > 1805 000.66 .مه 
وزارة التعليح 
دهن معنالع عه بمأكاصذالطا 
3 - 2021 


الدرس 3-1 المتطابقات المثلثية ‏ 137 


تبسيط العبارات المثلثية : تبسيط العبارات الرياضية التى تحتوي على الدوال المثلثية» يعنى إيجاد قيمة عددية 
للعبارة » أو كتابتها بدلالة دالة مثلثية واحدة فقطء إن أمكن. 


تبسيط العبارة المثلثية 
تبسيط العبارة المثلثية ما .. #ع5150>©56 
عند تبسيط العبارات المثلثية بسّط العبارة 007777 
يكون من الأسهل عادة أن 
تكتب حدود العيارة جميعها عل فصنو : 
بدلالة: الجيب(80أ) و/أو ان للدت الكل كب -40ه ل -معه 
بدلالة جيب التمام (209508). 6 فق 
1 - ©12ه 
11 ا 
ا 
© حته] . 1 ل هت عن 2 
© حتهةا 100 1 1 5 ا 
هع تحقق من فهمك 
268 2 
200 6-1 - حتها 238 0 2 20 56 
6 “عو 0 سه 


مثال 5 من واقع الحياة إعادة كتابة الصيغ الرياضية 


الاستضاءة: ارجع إلى فقرة " لماذا؟ " في بداية الدرس. 
1 0 
06 خل المعادلة ح- >8 ©©5 بالنسبة ل 28. 


ا - © عه6و المعادلة الأصلية 
69 تاريخ الرياضيات 1 
: حك - 6عه56 8 اضرب كلا الطرفين في :1 
الفراعنة القدماء هم أول من عرف 1 0 
حساب المثلثات؛ وساعدهم ذلك بك متمءل عم لوقه 
على بناء الأهرامات الثلاثة: ثم 012 650 0 
طوّره علماء المسلمين من بعدهم ع داع اضرب كلا الطرفين في 0 2095 


ووضعوا الأسس الحديثة له 


أ علمًا مستقلًا بذاته؛ وكان لي ل 5 . #6 5م220 1 َك 
واصبح ود 0 المعادلة فى | تكافئء المعادلة 7 2928 للق - 22 ؟ فسّر إجابتك. 
ليه ) هل المعادلة في الفرع 2 تكافئ المعاد 5 فسّر إجابتك 
أبو عبد الله البتاني؛ والزرقلي , 6م تطها] -_ 2 500 
وكتون لون الطري. ا 0 المعادئة اللأصلية 
#6 ىم 6 ج2تهة 1 - 212 اضرب كلا الطرفين في 1 
#عععمطا ع اقسم كلا الطرفين على 1+2 
69 5مى ةر 5 
511 
72 - 8 226 - 0 مهما 
2+ اع 0 
المعادلتان غير متكافئتين؛ فالمعادلة 6056 ههلا - 22 تبسّط إلى: 2-2 - طء بينما المعادلة 
في الفرع (8) تكتب على الصورة: 184054 - ع . 
١ +‏ 1 © ...6ه 
تحقق من فهمك 0 
6 تعلم أن مقدار العزم (5) يساوي حاصل ضرب القوة (1) في ذراعهاء ويعطى بالمعادلة . 6 ذو را رت #لتعليح 
أعد كتابة المعادلة السابقة بدلالة (2). 00 ا 


8 الفصل 3 المتطابقات والمعادلات المثلثية 


5 3خ 0 


أوجد القيمة الدقيقة لكل من النسب المثلثية الآنية: (مثال 1) 
1) #6 صفق إذا كان 2 ع 8 +مع, "8>90 >0 

6 0 ععء إذا كان 2 0 ومع “0>90 > 0٠‏ 

5) 6 صلدء إذا كان - - 0 ومع. "360 > 6 > “270 

4) 6 عء5. إذا كان 1- ع 6 حتهغ» “360 > 0 > 2707 

5) © صهاء إذا كان 3- - 8 عمق "270 >6 > “180 

6 0 عء إذا كان ل - 0 غمع, *270 >8 > *180 

7 0 م». إذا كان 2 - 8 صتىء “180 >0 > “90 


نغ 0 إذا كان 3- ع 6 ععىق 0 >0 ناه 
بسّط كل عبارة مما يأتىي: (مثال 2) 


09 5286م 0 صما 0 28م - و كعيى 


11 6#ع5 6 وم 


2 
8 12) #6 ععهو + 0 خطتةخ 6 ععه5 


5) (6 2غم + 1) 6 صزه 
(6-) وم 

5 (6-) تله 

7) 26صزه 2 -2 


14) 6 ه06 - 0 مله 


6) (© صذه - 0()1 صذه + 1) 
8) #غعم 6 ومع- 6 عي 


9) بصريات: عندما يمر الضوء من خلال عدسة مستقطبة للضوء. فإن 
شدة الضوء المار بهذه العدسة سيقل بمقدار النصفء ثم إذا مرّ 
الضوء بعدسة أخرى بحيث يكون محور هذه العدسة يصنع زاوية 
قياسها 0 مع محور العدسة الأولى» فإن شدة الضوء تقل مرة أخرى. 
يمكننا إيجاد شدة الضوء باستعمال الصيغة ب - 

10 شدة الضوء القادمة من العدسة الأولى المستقطبة» 1 هى شدة 

الضوء الخارجة من العدسة الثانية» 6 الزاوية بين محوري 

العدستين. (مثال 3) 


-ى!- ل حيث 


المحور 1 


ل طم 5 


العدسة 1 


بسّط الصيغة بدلالة 6 وم 

©) استعمل الصيغة المبسطة؛ لمعرفة شدة الضوء المار بالعدسة 
الثانية بدلالة شدة الضوء قبل المرور بها إذا كان محور العدسة 
الثانية يصنع زاوية قياسها 307 مع محور العدسة الأولى. 


0) الشمس: ترتبط قدرة كل جسم على امتصاص الطاقة بعامل © يسمّى 
قابلية الامتصاص للجسم. ويمكن حساب قابلية الامتصاص 
باستعمال العلاقة #ع6ة الا دغ سيق 7[ معلل امتصاض جيم 
الإنسان للطاقة من الشمسء و5 مقدار الطاقة المنبعثة من الشمس 
بالواط لكل متر مربّع» و4 المساحة السطحية المعرّضة لأشعة 
الشمسء و 0 الزاوية بين أشعة الشمس والخط العمودي على الجسم. 
8) حل المعادلة بالنسبة ل /لآ. 
) أوجد 17 إذا كانت 0.75 ع 4 , 405 ع 0 ,0.80 حم 

*م/17 1000 - 5 . (قرّب إلى أقرب جزء من مئة). 


21) يه تمثيلات متعددة: فى هذه المسألة» سوف تستعمل الحاسبة 
البيانية ؛ لتحدد ما إذا كانت معادلة ما تمثل متطابقة مثلثية أم لا. هل 
تُمثل المعادلة: 8 “طزة © صم ح 6 “مزهو - 6 “تنه متطابقة؟ 
) جدوئيًاه أكمل الجدول الآتى. 


يالك 45 


| 0 | 36“ 


ولصو - 6 صم 


0 كصذو 0 صما 


0) بيانيًا: استعمل الحاسبة البيانية لتمثل كلّا من طرفى المعادلة 
0 عصزة 6 مصة ح 6 ت2صزو - 6 حطه كدالة ء بيانيًا. 

©») تقحليليًا ٠‏ "إذا كان التمثيلان البيانيان لدالتين متطابقين ؛ فإن 
المعادلة تمثل متطابقة". هل التمثيلان البيانيان في الفرع (5) 


متطابقان؟ 
0) تحليليًاه استعمل الحاسبة البيانية لمعرفة ما إذا كانت المعادلة: 
عن 2عهو نر لصو - 1 - عر 2ععو تمة تطابقة أم لا. (تأكد أن 


الحاسبة البيانية بنظام الدرجات) 


22( التزلج على الجليد: يتزلّج شخص كتلته 17 في اتجاه أسفل هضبة 
ثلجية بزاوية قياسها 6 درجة وبسرعة ثابتة. عند تطبيق قانون نيوتن في 
مثل هذه الحالة ينتج نظام المعادلات الآتي: 


0 ع رطس - له 9 ,0 ع 0 ووه 1 - وده 

تسارع الجاذبية الأرضية: و ,,2 القوة الججودية المؤيّرة فرع المتزلج» 

ولا معامل الاحتكاك. استعمل هذا النظام لتكتبْ | كدالة في ©. 
وزارة التعليص 
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بسّط كلا مما يأتي: 


(5)5-4م+ #صزة 6عه5 


#0معهعو +1 


2 
(©6-) صزه + 1 


1-(2-6) وم 


24 5 


مسائل مهارات التفكير العليا 


5) اكتشف الخطأ: تحاور سعيد وأحمد حول معادلة فى الواجب 
المنزلي» فقال سعيد: إنها متطابقة» حيث جرّب 10 قيم للمتغير 
وحققت جميعها المعادلة فعلّاء بينما قال أحمد: إنها ليست متطابقة» 
حيث استطاع إيجاد قيمة للمتغير لا تتحقق عندها المعادلة. أيهما 
كانت إجابته صحيحة؟ فشّر إجابتك. 


6) تحد: أوجد مثالا مضادًا يبيّن أنَّ: دوم» ح بدطذه - 1 ليست 


27) تبرير: وضّح كيف يمكن إعادة كتابة معادلة الاستضاءة الموجودة 


1201 


في فقرة " لماذا؟" في بداية الدرس» على الصورة: 7 -0 وم. 


28 اكتب: بِيّن كيف تستعمل نظرية فيثا غورس لإثبات صحة 
المتطابقة: 1 ح © “صنو + 6 2وم». 


9) يرهان: برهن أن صهغ- - (0-) له تمثّل متطابقة. 


0 مسألة مفتوحة: اكتب عبارتين تكافئ كل منهما العبارة: 
6 حنزة © حته] 


31 تبرير: بين كيف يمكنك استعمال القسمة لإعادة كتابة المتطابقة 
0526-1 + 0 “تزه على الصورة: 
6“عى -126غو + 1 


5 2 . 
2 اكتشف الخطأ: بسّط كل من علاء وسامي المقرار © -ظلة 


كما يأتى. أيهما كانت إجابته صحيحة؟ برّر إجابتك. 


علاء سامعى 
6م ٍ 
6م + 2وو 


80م 180 


1680 
060 +6 توم 


حّّ 10 


060 26م -- 


موت 


1 +268موة- 
0 “عم - 


0 الفصل 3 المتطابقات والمعادلات المثلثية 


6كصزة +28ومى 


أوجد قيمة كل مما يأني» اكتب قياس الزاوية بالراديان» وقرّب الناتج إلى 
أقرب جزء من مئة إذا لزم. (مهارة سابقة) 


60 
9 
م 

1 
ل سل 
١‏ 
-_ 
ني 
ني 


نرزيم حوإنىي 
حمر 
ب 
- 


-ووك) حته] 


ممعم حتله 


5ه 
يويد - عمسي لمسسويية عسي 
-_ 
ل 
ص 


دن إن 


متمعيم) 65 


7) أوجد قيمة 1 التى تجعل الدالة: 


5 > عن 2و دبز 
3 | -00)/متصلة عند 5- + . (الدرس 1-5) 
5 <2, 2 +32 


8) حل المعادلة: 32-2 -25. (الدرس 2-2) 


تي عك حتا] | 


9) فى الشكل أدناه» إذا كان 0.8 -ح (1 05» , فما طول 1(1؟ 
0 


- 


0) إذا كان 71 ح :< حتزه و 909 > 6 > 00 » فما قيمة :3 1]؟ 


1 
0 
111/12 
8 
1-2 
0 1-2 ©»6. .وهة© 
111 © 6ى*. .*ثىووهة 
2.089 *.ل*. ".٠ه‏ 
0 11 وزارة التعليح 
1-2 صمعمعنلع عه ومأاكأطأيا 
3 - 2021 


درست كيفية استعمال 
المتطابقات لإيجاد قيم 
العبارات المثلثية وتبسيطها. 
(الدرس5-1) 


روالافر: 

" أثبت صحة المتطابقة 
المثلثية بتحويل أحد 
طرفيها إلى الآخر. 

" أثبت صحة المتطابقة 
المثلثية بتحويل كلا 
طرفيها إلى العبارة نفسها. 


إثبات صحة متطابقة 
توجد حلول أخرى لإثبات 


أن الطرف الأيسر يساوي 
الطرف الأيمن في المثال 
رقم (1). 


إثبات صحة المتطابقات المثلثية 


كمع 1! عأنأعمرمدمع!؟ 1 عمأرؤامع/ا 


الماةا؟ 

عندما ركض عبدالله في مسار دائري نصف قطره ؟1, لاحظ أن جسمه لا يكون 
عموديًا على الأرض» بل يميل عن الخط العمودي بزاوية حادّة غير سالبة هي 0 
5 2 

تسمى زاوية الميل» ويمكن وصفها بالمعادلة: 55 > 0 «ها » حيث و تسارع 
الجاذبية اللأرضية» و © سرعة العداء. 


كما توجد معادلات أخرى يمكن أن تصف زاوية الميل بدلالة دوال مثلثية 


ع 2 
أخرى؛ كالمعادلة: 76050 - 0 «ذو» حيث *90 > 0 > 09. 


هل تختلف هاتان المعادلتان كليّا عن بعضهما بعضّاء أم أنهما صيغتان للعلاقة 
نفسها؟ 


رابط الدرس الرقمي 


تحويل أحد طرفي المتطابقة : يمكن استعمال المتطابقات المثلثية الأساسية بالإضافة إلى تعريف الدوال المثلثية 
لإثبات صحّة المتطابقات. وجدير بالذكر أن إثبات صحة المتطابقة المثلثية» يعني إثبات صحتها لقيم 0 جميعها. 


إثبات صحة متطابقة من خلال تحويل أحد طرفيها 


بسّط أحد طرفي المتطابقة حتى يصبح الطرفان متساويين. وفي العادة يكون من الأسهل البدء بالطرف 
الأكثر تعقيدًا. 


5 4 . 
ثبت صحة المتطابقة 0 ومع + 1  -‏ 8-9هف 
5 5 0 ومع -1 
2 
60 حصزه 5 
لسشحكك الظرقت )اسم 
6 وم -1 6ك 
2 
#6 وم + 1 6 مصنه 0 
حكخته2 و بخ 2 اضرب كلا من البسط والمقام فى © +1 
مم +1 ومع -1 بلطن المع وال حي 00 


(© ومء + 0)1 كضزة 


2 - 0ه -1- (6 وم» - 0()1 وم» + 1) 
0 “وم -1 


(6 وم + 1) 0 مصزة 


2 -> 0و -1 -0 2مزو 
6 مزه 


»ينو # وم + 1 - 
الطرف الأيمن - 


أ تحقق من فهمك 


ظ 1) 0526ع26م - 2وم -0 12و , 


اقسم كلا من البسط والمقام على 0 5157 


الدرس 3-2 إثبات صحة المتطابقات المثلثية 


إكباث صحة المتطابشة من خلال تتحويل أحد كرقها 


وزارة التعليح 
دهن معنالع عه بمأكاصذالطا 
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1 00م .141-145 


عند حل أسئلة الاختيار من متعدد فى المتطابقات» لا بد من تحويل العبارة المعطاة حتى تطابق أحد البدائل. 


1 أي مما يأني يكافئ العبارة 4 888 999 ؟ 
66م © 3626 
8 معى 0 وى 
7 


اقرأ فقرة الاختبار 


المطلوب إيجاد عبارة مكافئة للعبارة الأصلية. لاحظ أن جميع البدائل المعطاة تتضمّن إما 0 4ه أو 6 عوه. لذا 
اعمل على أن تستبدل بالدوالٌ دوالٌ مثلثية أخرى. 


خُل فقرة الاختبار 


حول العبارة المعطاة حتى تطابق إحدى البدائل. 


١ .‏ 1 
اللاعدمن اجات 1 ج- 9 وو #عو5» 6 ومع فق دوو مل ووو 
كي تتحقق من صحة حلك 60 صزه 6 صها 0مى 0 له 
اختر قيمة ل0. وعووؤوض 0 05> 
بها في البديل المختار ثم 
قارنها بإجابتك عند تعويض د 
قيمة 0 في العبارة الأصلية. 0 - كرت 
6 5م 


6 5م 7 0 وم 
6 صه © لتتزك 


- اقلب المقام واضربه بالبسط 


خم ١٠66م‏ ع فقققسويوو 
ات 
“ام - اضرب 


أ تحقق من ضهمك 
© أي مما يأتي يكافئ العبارة (0 052» - 6 62م») 0 مضه ؟ 


8 060غنى © 26وومي 


8 6 بصم 6 خصزه 


0 ©5668 ووهة© 
©©هى*. ."يوه 
جاح ب الما ©" .هه 

وزارة التعليح 

ها معنالع عه بمأكاصأالطا 
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2 الفصل 3 المتطابقات والمعادلات المثلثية 


تحويل طرفي المتطابقة ٠‏ في بعض الأحيان يكون من الأسهل أن تحوّل كل طرف في المتطابقة بصورة منفصلة 
إلى صورة مشتركة. والاقتراحات الآتية ربما تكون مفيدة فى إثبات صحة المتطابقات المثلثية: 


اقتراحات لإثبات صحة المتطايقات 


* بِسَّطالعبارة بالافادة من المتطابقات المثلثية الأساسية. 
٠‏ حدّل أو اضرب كلا من البسط والمقام بالعبارة المثلثية نفسها. 


* اكتب كل طرف بدلالة كل من الجيب ؛ وجيب التمام فقط. ثم بسَط كل طرف قدر المستطاع. 
* لا تنفد أي عملية (جمع؛ طرح؛ ضربء قسمة) على طرفي المعادلة التي يطلب إثبات أنها متطابقة؛ لآن 
خصائص المساواة لا تنطبق على المتطابقات كما تنطبق على المعادلات. 


إثبات صحة المتطابقات من خلال تحويل كلا طرفيها 


تبسيط الطرفين أثبت صحة المتطابقة 0 مذو - 0 عي» ع 0 06» 0 05» 
تشبه عملية إثبات صحة 
المتطابقة؛ عمليةً التحقّق نبسّط الطرف الايسر 
ن حل المعادلة. ومن هنا 
من ومن 6 5م 55 560» _ 
يمكنك استعمال عملية م . 0 وم > 0 06» 0 05ه 2ك - 0 زم 
التحفّق في تبسيط أحد 6ع _ 0 
الظرقيق أو كليهما فلخصوق 6 صثة 0 
على العبارة ذاتها. نبسّط الطرف الآأيمن 
6 مه - ملح و مرو - معي دمعي 
6 حتله #0 صزاه 
6هزة-]1 _- ل 
6 صثة 8 
2 
0 0 28-1 وم +0 2طزو 
6 له 


بما أن الطرفين يساويان المقدار نفسه. فالطرفان متساويان. 
أ تحقق من ضهمك 


35 #6 صمغ68غم - 6 نو - و 2عي. 


تدرب و حل نان 000111111111111 


أثبت صحة كل من المتطابقات الآتية: (مثال1) 8 6غم 06 مصنه ح 6 ومى 


28 2 2 
1) 0-1 55م 6 مما + 6 “وى 9 6 ومع- -ح (6 ععو + © ختهغ)(1 - 9 حتزة) 


2 06 لعي - (0 مم + 0 غم) 6غ 
كم ك صما لاوم اوه 0 1 -ح (6-) حخنزة 6 ذه - (6-) وم 6 وم 


65 0 2هه - 0 تمزو 6 هو + 1 5 6+1 خصها 
1) اختيار من متعدد: أي عبارة مما يأتى تكافيئ العبارة 6 م ؟ِ 
58 9 حت 
04 6-1غم 6 ععو © تناه (مثال 2) 
١ 1-6056 8 102 5‏ 
(0606» - 0 656) - و وى 1 8 6 خمزه © 26ونىي 
©6 .وهة© 
_ 26وم 1-2 الي 
66 0-060 و حل 8 6 2منما 0 6م6عقى ل ل اسان 
0 0" و بجر وزارة التعليح 
60عو مهمع نلع عه وعأكاصنالط 
3 - 2021 


الدرس 3-2 إثبات صحة المتطابقات المثلثية ‏ 143 


أثبتك صحة كل مو المتطابقات الآنية: (مثال 3) 


12( فمصفحآ د ومي - وعوو 
6 5م 
35) 666و - #منةخ + 1 


6 5 + 0 حتزة 
14) 06 غم + 6 حلتها - 6 عيى 6 ععو 


6-1 2مطزة 2 


خ-2 22ح - م 1106 
9 6 5م» - 0 تزه يا 9 
6 عو 6 عهو + 2 5 
ا سم تست كيو 6 
16( 00 (© وم + 6 صنذه) 
#6 صنه +1 _ 56» 
7( 0م 2 6طلهةه-1 
وهم 809 -1-وعيىي 
1 + #عيى 


9) 6 عمة - 6 مهو - 8 2زم - 6 لعي 
0) 1 -6 2وم + 6 حت © وى 9 حتله 
1 ) © خنزه 6 متها ع 6 ومع- 6 ععو 


2) #عى 6 صو + 6 اق ح 6 لعي 


'6عى - 0 ععو 


3) 6 و5م» - 6 هلد د وييي ع بي 


4) ألعاب: يُبيّن الشكل المجاور إحدى 1 
الألعاب. فعندما تدور الكرة حول العمود 6 
بسرعة زاوية لها (الإزاحة الزاوية مقسومة 
على الزمن المستغرق)» فإنها تكوّن مع 
الحبل .1 الذي طرفاه 5 ,1 والزاوية 
المحصورة شكلا مخروطيًا. إذا علمت 
أن العلاقة بين طول الحبل .1 والزاوية 


المحصورة بين الحبل والعمود 0 تُعطى 
بالصيغة: 0ه - ]1ط ؛ حيث 9 تسارع 
6 
ع ك 
الجاذبية اللأرضية ويساوي 2011112 عتيل -> 


هي أيضًا تُمثل العلاقة بين 0 ,1 ؟ وضح إجابتك. 


5) جري: مضمار سباق نصف قطره 16.7112. إذا ركض أحد العدّائين 
فق هذا المقمار» وكان جب زاوية ميله 6 يساوي 2 
فأوجد سرعة العذّاء. 


إرشاد: أوجد 0 05 أولاك ثم استعمل صيغة زاوية الميل الواردة في 
فقرة " لماذا؟ " . 


44> الفصل 3 المتطابقات والمعادلات المثلثية 


بسط كلا من العبارات الآتية» لتحصل على الناتج 1 أو 1-: 
6) (6حا)خذخ (0-) غم 

27) (6-) عى 0 حتزه 

8) (86-)2وم + (86-) طلس 

9) (6-) وم (0-)ععو 

0 (0-) نصه - (0-) لمعمو 

31 ]0 - ]نمه (6-) 601 

2) #6 عهو(60-) وم 

3 6# عيى (80-) حتزه 

بشط كلا مما يأني إلى قيمة عددية: أو إلى دالة مثلثية أساسية: 


0 عاك - ٍ( حله] 


54 
( ولعي 

6 صق + 1 

1+ 0+6 )55 


6 “مم - 6 ملعمو 


د خصنة + ع 2ومى 


6 
7 6 وم 6 حته] 


8) 6 حلهة 6 أم» 


9 ]0 - حتزة 8 ععه5 


0) (26غم + 6 خمم) - (6 لعي + 0 2عوو) 


41) فيزياء: عند إطلاق الألعاب النارية من سطح الأرضء فإن ارتفاع 
الألعاب /1 والإزاحة الأفقية ا ترتبطان بالعلاقة: 
2 
0 طلوعد 0102 _ 5 ا 
1 020 202 ح /1» حيث 70 هي السرعة الابتدائية 
للمقذوفات» 0 زاوية الإطلاق» 9 تسارع الجاذبية الأرضية . أعد كتابة 
هذه العلاقة بحيث لا تظهر فيها نسب مثلثية سوى © حتها. 


ها معنالع عه بمأكاصأالطا 
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42 إلكترونيات: عند مرور تيار متردّد من خلال مقاومة ؟1» فإن القدرة مرا ترا> هه 
2 بعد ؛ من الثوانى تُعطى بالصيغة: 2101/1 ذه 10219 - 2 , حيث / 8 5 
التردد » 10 أعلى قيمة للتيار. أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي: (الدرس 3-1) 
8) اكتب صيغة للقدرة بدلالة 2/1 052 . 0 © صلةء إذا كان 2 0 ومع. *90 > 0 > “0 


.» ا|إت 5 3 2 
5) ١ك‏ صيغة للقد 6 لة 1 2 5 
اللمباي 0 لي 51) 0 5م»ء إذا كان 3 -0 ععع, “360 > 6 > *270 
3 وي تمثيلات متعددة: فى هذه المسألة» ستكتشف طريقة حل 
معادلة مثل ذه 2 -1 . 2) هندسة معمارية : يمثل الشكل أدناه سقف منزل مغطى بالقرميد. 


ا أوجد6. (مهارة سايقة 
4 جبريا: أعد كتابة المعادلة السابقة بحيث تكون 51213 فقط فى 3 32 ا( 


أحد الطرفين. 


8) فيافكا» سيل الساسبة الباية مكل كلام طرق المسادلة 


التي أوجدتها في الفرع (3)بيانًا كدالة في المجال 276 > :: > 0 بسّط العبارتين الآتيتين. (الدرس 3-1) 

. 9 شامة 3 0 .2 4 4 
وفي | 1 وى الإخدائي لنسنه. بو امع قاط التقاطع 3 (86 62م + 1) 6 وم 6 طذه 54) فلت 
بينهماء وأوجد قيم :3 بالراديان. 60 “وم - 6 خصزة 


©) بيانياه مستعملًا الحاسبة البيانية» مثّل كل من طرفى 
لاا ااا تدريت على تبان 1 
27> > 2310- وفي المستوى الإحداثي نفسه. ثم حدد 


جميع نقاط التقاطع بينهما » وأوجد قيم 2 بالراديان. 
جميع طع بينهما واوجد فيم بالر 5) اختيار من متعدد: أي مما يآتي لا يكافىئ 6056© » 
00 حيث كد > 9 > 0؟ 

4) لفظيّاه خمّن الصيغة العامة لحلول المعادلة. وضح إجابتك. 2 


4 كك )© 6 حنزه 66م 
0مصزو +26 ومى 
مسائل مهارات التفكير العليا 5-5 1 
للد 0عيى # حتها 


0009 


4) اكتشف المختلف: حدّد المعادلة المختلفة عن المعادلات 
الثلاث الأخرى. وضح إجابتك. 


2 
37 


6 سؤال ذو إجابة قصيرة : أثبت أن المعادلة التالية : 


5 5 5 5 0م 0 طذة - 6 مزو 86 3ومع + © وم © لطلة 
0-1 “وم + 0 5115 0 “عو ع 0 14م + 1 
0 “سنو 2 -26و0» -70طزو 0 “هو -1 +60 نمه 


5) تبرير: بين لماذا تُعدَ1 - 6 2وم» + 0 22ذه متطابقة» ولكن 


0 5م» - 1/1 - 9 «جتزه ليست متطابقة. 


6) اكتب سؤالًا: يجد زميلك صعوبة فى برهنة متطابقة مثلثية تتضمر: 
قوى دوال مثلثية. اكتب سَوَالًا قد يساعده فى ذلك. 


متطابقة: 


47) تبرير: اكتب موضحًا لماذا يفضل إعادة كتابة المتطابقات المثلثية 
بدلالة الجيب (0 :815) وجيب التمام (6 05) في معظم الأحيان. 


8) تحدّه إذا علمت أن 6 ,0 زاويتان متتامتان» فبرهن أن: اي ال 
28-1وم» جه 2وي. 


وزارة التعليح 
49) تبرير: شيحة متطابقت فيثا ُ الثانية والثالثة. مه معنلع عه ومأكاص تالا 
ع تيك 2021-3 


الدرس 3-2 إثبات صحة المتطابقات المثلثية ‏ 145 


درست إيجاد قيم الدوال 
المثلثية للزوايا. (مهارة 
سابقة) 


زواا ار 

* أجد قيم الجيب» 
وجيب التمام باستعمال 
المتطابقات المثلثية 
لمجموع زاويتين والفرق 

" أثبت صحة المتطابقات 
المثلثية باستعمال 
متطايقات المجموع 
والفرق. 


كون قائمة : 

كوّن قائمة بقياسات 
الزوايا الناتجة عن جمع أو 
طرح زاويتين من الزوايا 


الخاصة بين “360 ,”20 
حيث تستطيع إيجاد 
النسب المثلثية لكثير 
منها باستعمال متطابقات 
المجموع والفرق. استعمل 
هذه القائمة مرجعًا لك. 


رابط الدرس الرقمي 


المتطابقات المثلثية لمجموع زاويتين والفرفق بينهما 


5 | دعاعمظة أ0 ععمعرع011ا 300 لاناك 


هل استعملت مزود الإنترنت اللاسلكي وفقدت الإشارة بينما كنت 
0 : 


تت لوانت 6212777 التيكاة 1131| لزان نيطةة” ال 
قد تكون أكبر من سعة كل من الموجتين المكونتين لها أ وأصغرمتهما. 
وي ين والضرق؛ ا 1 المعادلة الثانية سا ل د 


المثاشية لزوايا محددة 5. فمثلا يمكننا إيجاد القيمة الدة قيقة ل *15 لاقن خلال إبساد: (*45 - 60 05 


0 
(ك + ) صذه - رز[ 
326 
3 


_- )مم2 -و1 


متطابقات المجموع والفرق 


متطابقات المجموع 
1258 2054 + 8 5م 5124و ع (8 + 4 ) درزد > 


451258 هنزو - 8 وم 4 5وم» ع ( 8 + 4 ) وى ٠‏ 


8 صن + 4 1د 


ةا 4 مه - د ع (8 + ) مما * 


متطابقات الفرق 
زو 054 - 8 5م» 4 ذه ح (8 - 4 ) 2ززد »* 
8طزةو 4 صنو + 2 وم 4 وم ع (8 - 4 ) وى ٠‏ 


مه - 124 _ 
8 نذ 4 مدخ +1 -(8 - 4) سما * 


إيجاد القيم المثلثية 


دون استعمال الآلة الحاسبة» أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي: 
1059 زه 7 
بما أن مجموع الزاويتين “45 وَّ*60 يساوي *105» وكلًا منهما زاوية خاصة معلومة قيم الدوال المثاثية لهاء 
لذا يمكن استعمالهما لإيجاد قيمة 5151055 ؛ وذلك باستعمال المتطابقة 
8 صزة 4 5م + 8 وم»ه 4 صذة - (8 + كل) حنزة 
(455 + 600) صذة - 1055 تله 455 + :60 ح :105 


”45 نزو 6079 5م20 + 459 وم 607 لزه ح- متطابقة المجموع 
عن 5 
2 2 ل عد 


5) (*120-) وم 
اختر زاويتين من الزوايا الخاصة» بحيث يكون الفرق بينهما 1207- » ثم استعمل المتطابقة 
1صزة 4 صذو + 8 وم» 4 5وم»ه ع (8 - لم) 5وم» 


(1805 - 600) وم» ع (12095-) 05 1808 - :60 - :120- 


07 تنه 607 طذو + 1807 5م20 609 005 ع متطابقة الفرق 
3 
كلاه رايم 1ب 5 

1 © .وه© 

2-- يش 2211 

تحقق من فهمك 007 
وزارة التعليح 
18) 15 طزد 2018 1595-) 605 ا 
6 3 - 2021 


6 الفصل 3 المتطابقات والمعادلات المثلثية 


الاة 9:51 6/12/19 


146-149.1000 6 


بإمكانك استعمال متطابقات مجموع زاويتين والفرق بينهما؛ لحل مسائل وتطبيقات من واقع الحياة. 


5305-7 ستعمال متطابقات المجموع والفرق 


كهرباء: يمر تيار كهربائى متردد فى إحدى الدوائر الكهربائية» وتُعطى شدة هذا التيار © بالأمبير بعد 4 ثانية 
بالصيغة 16514 512 3 ح ع . حيث قياس الزاوية بالدرجات. 


8) أعد كتابة الصيغة» باستعمال مجموع زاويتين من الزاويا الخاصة. 


+165 طزة 3 - 0 الضيغة الأصلية 
(#”45 + 12071) مذو 3 - +165 ح 4556 + 1206 
ل الربط مع الحياة 
يسمى جهاز قياس شدة التيار الأميتر ) استعمل المتطابقة المثلثية لمجموع زاويتين ؛ لإيجاد القيمة الدقيقة لشدة التيار بعد ثانية واحدة. 
(1311161©7ل)؛ والأميتر كلمة مركبة 
من أمبير وهي وحدة قياس شدة التيان, (8*كك + ]*120) حنزو 3 دع المعادلة بحسب الفرع 2 
وميتر وهو المقياس. 
455 + *120) صنذو 3 - 1-غ2 
["45 طنزة ”120 وم + ”45 وم» 1207 حنزو]3 - متطابقة المجموع 
لالظ عد عد اداه - عوّض مستعمللا الزاوية المرجعية (607 -0) 
2/١ 2‏ 2 2 
-- 5 ص 0 5 
4 214 2< 
21/2 - كلاة _ 1 
[تشاشدة الياز رغد قائة راش يسار لاح قل بير 


أهْ تحقق من فهمك: 
إذا كانت شدة التيار © تُعطى بالصيغة 285"4 515 2ح ع . فأجب عما يأتي: 
8) أعد كتابة الصيغة» باستعمال الفرق بين زاويتين. 
8) استعمل المتطابقة المثلثية للفرق بين زاويتين ؛ لإيجاد القيمة الدقيقة لشدة التيار بعد ثانية واحدة. 


إثبات صحة المتطابقات المثلثية : تستعمل المتطابقات المثلثية لمجموع زاويتين والفرق بينهما أيضًا في إثبات 
صحة المتطابقات. 


إثبات صحة المتطايقات المثلثية 


أثبك صحة كل من المتطابقتين الآتيتين: 
6 صزو ع (0 - 9050) وم» 


(6 - 905) وم اكظرف الأيسر 
6 صزه 909 مذو + # وم 905 وم - متطابقة الفرق 
© ...هه 
#0 صنو 1٠١‏ +6 ومع 0٠١‏ ع عوّض 2 
”نو © طتذة - بسّط ١‏ 100006 
ل وزارة التعليحم 
الطرف الآايمن - حل لعنالع 6ه بمأكاصذالطا 
3 - 2021 


الدرس 3-3 المتطابقات المثلثية لمجموع زاويتين والفرق بينهما ‏ 14/7 


ط) 6 وم ع (3+م) زه 
كجم) وك 


0 حنزة 6 وم + 1 5 © كتله 


1 وم + 6٠١0‏ خنله 
”نو © 5م 


الطرف الأيمن 


هه ا مومه 


تحقق من فهمك 
28 6 5م -ع (0 - 900) نزو 


الطرف الايسر 
- متطابقة المجموع 
> عؤوؤض 
- بسّط 
#6 صخ + 1 
1ه ل 


دون استعمال الآلة الحاسبة» أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأني: (مثال 1) 
1) “5165م 2 ”105 5م 

3) 75 5م 4) دوو 

65 ”135 تله 66 (”210-) تزه 

67 “5135م 8 195 حلتهم] 

) كهرباء: يمر تيار كهربائي متردّد في دائرة كهربائية» وتعطى شدة هذا 


التيار © بالأمبير بعد؛ ثانية بالصيغة (2512)120*8 - 6. (مثال 2) 
© أعد كتابة الصيغة» باستعمال مجموع زاويتين. 
لإيجاد القيمة ا قَة لشدة 0 ثانية واحدة. 


أثبت صحة كلّ من المتطابقات الآنية: (مثال 3) 


0) 6 وم ع (6 + 907) حتزه 


1) 6 طذه- - |0 ك3 605 
الاسم كله 

12) 2686م - (0+32)هم 

3) 6 صذة- ع (ر + 6) حتزه 


14) 6صذه- - 1 + 6.05 


6م صخ + 1 


5 مصخ - 1 


- (*45 + 0) ما 


8 الفصل 3 المتطابقات والمعادلات المثلثية 


6) إلكترونيات: ارجع إلى فقر 
تتلاقى موجتان وتنتج موجة سعتها أكبر من سعة كل 
يكون التداخل بناءً» وبعكس ذلك يكون هذامًا. 


ة"لماذا؟"؛ في بداية الدرس. عندما 


من الموجتين 


تداخل هدام تداخل بِنَّاءِ 
1 1 


إذا فليى يك من الدالتين: 
307 + 24) صذة 10 ع ون ,(”210 + 28) صذة 10 - إن . 
تمثل موجة» فأوجد مجموع الدالتين» وفسّر معناه بالنسبة للموجتين 


دون استعمال الآلة الحاسبة. أوجد القيمة الدققة قيقة لكل مما يأتي: 


7) 1659 حتما 8) 127550 عع5 


2057 


9) 7359 حتذه 00 مها 


1137 


21) كدي 02( ده 


4 5م # طحتو + 4 حتزة 

3 4 مزه 6 حنم - 4 دومع 
60 + 24 حتوا» حيث 60 ,4 زاويتان حادتاديى 

5 < ...هه 


3) بين أنه يمكن كتابة المقدا على الصورة 


وزارة التعليح 
دهن معنالع ع0 بمأكاصاالطا 


2021 - 3 


4) يه تمثيلات متعددة: في هذه المسألة» سوف تثبت عدم صحة 
الفرضية: 8 حنذه + 4 مزه - (8 + ك) حنزه . 
3) جدوئيًاه أكمل الجدول. 


8 سزه + 4 دزو 


(8 + 4) هزد |2 :11ز5 |4 5111 


0) بيانيًا: افترضٍ أن 8 أقل من 4 ب "15 دائمّاء واستعمل الحاسبة 
البيانية لتمثل كلا من: (157 - 2 + 8) ذه ع /1» 
1559 - <) حنذة + 2 حنذو ع /1 على الشاشة نفسها . 


©) تحليليًاء حدّد ما إذا كانت 8 ضذة + 4 صذه - (8 + ) زه 
تطابقة أم لا. فسّر إجابتك. 
أثبت صحة كل من المتطابقات الآنية: 


8 منقخ + 4 حتها 5 
25 د (8 + لى) تزه 


26 8 حك - مها قهط ل ح (8 + لم) وم» 


277( 7ء»هو 4 ععه 


8 حنتةخ 4 منج + 1 د زاح ايا ممه 


8) 8 خصزة - ل لصو ع (8 - ل ) صزة (8 + لل ) تزه 


مسائل مهارات التفكير العليا 


9) تبرير: بسّط العبارة الآتية» دون إيجاد مفكوك المجموع أو الفرق. 


0 + 0 لله ْ0 - ( 95 - ]0 0 605 ْ0 - 0 لله 


0) تحد: اشتق المتطابقة (8 + 4) +مء بدلالة 8 غمه رك 4م . 

1) برهان: الشكل أدناه» يُبِيّن الزاويتين 8 ,4 في الوضع القياسي 
فى دائرة الوحدة. استعمل قانون المسافة ؛ لإيجاد قيمة 0 » حيث 
(كل صذة , 4 5مع) ع (ج/1 , وند) , ( 8 طنذة ,8 5م») > (رلا , ند) 


2) اكتب: استعمل المعلومات المعطاة فى فقرة " لماذا؟" فى بداية 
الدرس وفي السؤال 16؛ لتشرح كيف تُستعمل المتطابقات المثلثية 
لمجموع زاويتين والفرق بينهما؛ لوصف التداخل في الأمواج 
اللاسلكية فى شبكة الإنترنت. موضحا الفرق بين التداخل البناء» 
والتداخل الهذام. 


3) مسألة مفتوحة: فى النظرية الآتية: إذا كانت © ,8 ,4 زوايا فى 
مثلث,. فإن ) حنها 2 حتها ك4 حنها - ) حتها + 8 حنها + ك4 حنه] 


اختر قيمًا لكل من © ,8 ,4 . وتحقق من صحة المساواة لكل القيم 
التى تختارها. 


بسّط كلا من العبارتين الآنيتين: (اتدؤسن 3-1) 

54) 20و - 0 عق 9 حتزه 

5) #6 عى 6 ع هو 0 052و 

أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي: (الدرس 3-1) 

6 0 ©36ء إذا كان ل - 0 صهاء "0*>0>90 

57 6 وم»ء إذا كان آِ- 6 صتىء *180*>6>270 
8) 6 عوعء إذا كان -- ح 0 زوع , *90*>0>180 


9) © صلقء إذا كان كّ - 0 ومع , *270">0>360 
40 0 صماء إذا كان 0 ع 5 - 0 وم 8, 35->0>0 


أثبت صحة كل من المتطابقتين الآنيتين: (الدرس 3-2) 


2 م5م» , زه 
#6 خم 6 حته] 


41) 6 حنذه + 6 وم - 


2) 6 عمم ح (6 وم  -‏ عهو) 6 ععو 


لاعن لت ا( 


43) 
ما القيمة الدقيقة للعبارة: 
6 حزه (6 + “60) و5وم» - 6 و (0 + *60) حنلو ؟ 


1 
ه 1 
8 0 قل 


© * .(.ثه6ه 
4 سؤال ذو إجابة قصيرة: إذا كان 0.929 -8:3 65+ ؟ 


حيث كلك > 0 >5» فأوجد القيمة الدقيقة ل #عازاهة التعليص 


عي 


حل لعنالع عه بمأكاصذالطا 


2021 - 3 


الدرس 3-3 المتطابقات المثلثية لمجموع زاويتين والفرق بينهما ‏ 149 


|| ختبار © «» فى اله ١‏ 


الدروس من 3-1 إلى 3-3 


بسّط كل عبارة مما يأتى: (الدرس 3-1) 14) 


1) 6عءه_ 66م 


0ه -1 
2 -<-لكغغت 
( زه 


) قخطة_ 1 
50م 50م 


4 معي (5-0) وى 
ال 


أوجد البة الداع اك مخاباتن: :([الدرس اسند) 
5) 0 صلقء إذا كان ة - 6 ومع , *90 > 0 > *0 
6 0 عقمء إذا كان ل -ح 6 ؤمع, "360 > 0 > 2709 


7 6 صهاء إذا كان ع 0 عمو *90 > 6 > 0*0 


© ابككيار من ممه أي مما يأتي يكافئ العبارة: 
005 


خل4 ؟ ر(الدرس 3-1 

7-6 (الدرس 3-1) 
8 6 5م )© © حنته] 
8 م6عى 0 6#عءه5 


5 9 1 17 
مدينة العاب: ركب سلمان لعبة الأحصنة الدوارة فى مدينة ( 


الألعاب. إذا كان طول قطر دائرة هذه اللعبة 161» وظل زاوية ميل 
و 2 
سلمان تعطى بالعلاقة 2 >0 2ه » حيث 14 نصف قطر المسار 


حاسوب: تُصنّف شاشات الحاسوب عادة وفقًّا لطول قطرها. 


استعمل الشكل أدناه للإجابة عما يأتىي: (الدرس 3-1) 


8) أوجد قيمة /. 


ع. © ومه 


م( بين أن مخ -ح 0 6مه0 


أثبت صحة كل من المتطابقات الآتية: (الدرس 3-2) 
5) 6#غم (1 +6 عهه) - ععه الك 


6) © خطنه - 0 مم ع 6 عصطه ٠‏ 9 عله 


© حنتزو 6٠٠١‏ وم 


1 ع (6 وم» - 1) 0 غخم» 


دون استعمال الآلة الحاسبة» أوجد القيمة الدقيقة لكل ممايآتي: 


الدائري» © السرعة بالمتر لكل ثانية» 9 تسارع الجاذبية الأرضية (الدرس 53 
ويساوي 22/52 9.8. (الدرس 3-2) 8) “105 5ومى 
1 5 3 1 5 
3 إذا كان جيب زاوية ميل سلمان يساوى 2 » فأوجد زاوية ميله. 
إذا كان جيب زاوية ميل سلمان يساوي ج» فاوجد زاوية مب 9) (©1359-) زه 
©) أوجد سرعة دوران اللعرة؟ 
١ 00‏ 0) 159 حته] 
أثبت صحة كلّ من المتطابقات الآنية: (الدرس 53-2) 1) 6759م 
م 2ع-- 1بوتضى 
6 صذه 6٠‏ 5م 5 0 ل عو 
02 اختيار من متعدد: ما قيمة 77 005؟ (الدرس 3-3) 
6عم 6 وم 
1) 1 عق © قمع - 
8 غ+مى م 2ل 6 لعا 
12) 6عهو (0 وم + 1) - © هه 6 صلق 2س 6 1/2 + ول 
50م -1 8 0-2 0 0-0-7 
3) #عنققة2؟ - (ه وزو 1) 0 ممه 2000 
#0 صزو + 1 5 7 و6ل.* لتر ثث.روهة 
3) أثبت صحة المتطابقة الآنية: (الدرس 3-2) 
مزه 205607 + 6 5م 609 طزو  -‏ مزه 307 مزه + كال اط 3 
0 زه 609 0ه 609 طزة ح 0 صزى 309 مزه + #عالات اقيمع ليح 
دهن معنالءع عه بمأكاصذالطا 
3 - 2021 
0 الفصل 3 المتطابقات والمعادلات المثلثية 


درست إيجاد قيم الجيب وجيب 
التماء باستتمال المتطائفات 


المثلثية لمجموع زاويتين 
والفرق بينهما. (الدرس5-35) 
لطالإن كن 


* أجد قيمالجيبء وجيب 
التمام ياستعمال المتطابقات 
المثلثية لضعف الزاوية. 

# أجد قيمالجيب وجيب 
التمام ياستعمال المتطابقات 
المثلثية لنصف الزاوية. 


اشتقاق الصيغ 

يمكنك استعمال متطابقة 
(8 + 4 ) دزو في إيجاد 
جيب ضعف الزاوية 0) أو 
25110 كما يمكنك استعمال 
(8 + 4 ) وم» في إيجاد 
جيب تمام ضعف الزاوية 20 


أو 20 وم». 


اللاط 4:50 6/11/19 


المتطايقات المثلثية لضعف الزاوية ونصفها 


5 عاعمك ]ادن لمن عاعمك-ءاطناهمجا 


3 لع .داع أ.للالثالالا 


الماذا؟ 
تستعمل النوافير مضخات تضخ الماء بزوايا محددة فتصنع أقواسًا. ويعتمد 
وزاوية مع الخط الأفقى مقدارها 6 فإن المعادلتين الآتيتين تحددان المسافة 
الأفقية 10» وأقصى ارتفاع 11 : 

2 2 5 
6 “زه د - 11 ,20 رز سد - (1 حيث تمثل 9 تسارع الجاذبية الأرضية. 


إذا علمت أن نسبة 11 إلى (1 تساعد في تحديد ارتفاع النافورة» وعرضها. فعبّر 
ف للا 
عن النسبة ج- كدالة في 0. 
المتطابقات المثلثية لضعف الزاوية: من المفيد أحيانًا أن يكون لديك متطابقات تساعدك على إيجاد قيمة دالة 
مثلثية لضعف الزاوية. 


المتطابقات المثلثية لضعف الزاوية 


#60معصتو - 6 052» ع 2 وم» 
0526-1 2 -2 وم» 
6لصزو 2 -1 -260 وم 


212106 
مه -1 


ح 26 2ه 6 05» © ذه 2 ع 26 5111 


ستبرهن هذه الصيغ في السؤال 30 


المتطايقات المثلثية لضعف الزاوية 
أوجد القيمة الدقيقة ل 20 «أه إذا كان 2 - 0 صتى “90 > 0 >00. 
حيث إن © 05» © مزه 2ع © 2 صذو» فإننا نجد 0 205 أولَا. 
الخطوة 1: استعمل المتطابقة 1 -26وم» + 6 تصزة؛ لإيجاد 8 05». 
0 كصذة - 1ح 26ومى 0-1 تصزو +28وم» 
2-1-2 
6 1ع 560و0م 
2025 
و - 06 6005 
كلام - ووى 
أن © ته # ل 5 8 1 قلا و 
وبما آن 0 تقع في الربع الأول» فإن 0 08© موجب أي د ح 0 وم». 


عوض 0-5 له 
ربع ثم اطرح 


خن الجذر التربيعي للطرفين 


الخطوة 2: أوجد 20 1لذ5. 


#2 5 120و 2 ع 2 تله متطابقة ضعف الزاوية 


كلد /2١‏ م _ 5ل 3 5 
اعلذ) (2)2- حب ح 0 ووه رخ > 0 زو 
ذلحه _ ١‏ 0006 0 
ا اضرب ٠.0089‏ *.*. ".٠ه‏ 
3 ا الو 11 3 0 عه 9 
1( أوجد القيمة الدقيقة ل 260 511 إذا كان ا ح 6 وم». ”180 > 0 > 905. مهمع نالع عه ومأكاصنالا 
: 3 - 2021 
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151-156.1000 1 


المتطابقات المثلثية لضعف الزاوية 
أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي علمًا بأن *90 > 0 > 00 رك - 0 صله: 
© 26 وم 


بما أن قيمة كل من 0 :811 ,0 205 معلومة من المثال 1» فإننا نستطيع أن نستعمل متطابقات جيب تمام ضعف 
الزاوية. وسوف نستعمل المتطابقة 0 مذو 2 - 1 - 0520© . 


6 لصذو 2 -1- 26 وم متطابقة ضعف الزاوية 
1-22-1- 000 
6 22 2:1 > - 0 ملو 
) 26 مه 
الخطوة 1: أوجد0 2تهغ؛ كى تستعمل متطابقة 20 2ه] . 
قله _ 6 حنتهخ تعريف دالة الظل 
2 
عد 5ل - و وى ,2 - 0 مه 
23 
23/5 2 
ال 0 حييا- بالقسمة وانطاق المقا 
5 1/5 3 9 ك ف 
الخطوة 2: أوجد 2 حنم . 
60 نه 2 

ح 2 حتهة] متظائخة عق الزاومة 
#عصط -1 5 ظزاقية 
ياه 
2 2 - كلك - و هما 
ا 

5 
د 
02 5225 رع المقام 
25 25 
كله 
5 5 
5 
5 قله _ هن ها © .. 2 
اد 0 


ع بيك + فد 5000 ًّ 5 ص .ده 0 .1 -- 5 
أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي علمًا بأن “180 > 09 > 2905 - ح 0 ووه : 
28) 26 5ومى 28) 26 مله 


المتطابقات المثلثية لنصف الزاوية : من المفيد فى بعض الأحيانء أن يكون لديك متطابقة ؛ لإيجاد قيمة دالة 
اشتفاق الصيخ مثلثية لنصف الزاوية. 

يمكن استعمال المتطابقة 

0 هذه 2 -1- 26وه0» 


في إيجاد جيب نصف الزاوية 


المتطابقات المثلثية لنصف الزاوية 


يه 
6أو 512 كما يمكن 
استعمال المتطايقة 
28-1وم 2 ع 26و00 


المتطابقات الآتية صحيحة لقيم © جميعها: ©##او كن كوك واماه 


5 0 -1 6 067 +1 6 56م» -1 اله 5 
1 0# 5ه ,ىع ل اط > 2 هما لكت لل جه وم # عط / + هزاقعم 


حأ عالط عه يبأك اص لطا 


2021 - 3 


الزاوية 60 أو 5 . 


ستبرهن هذه الصيغ في السؤال 31 


2 الفصل 3 المتطابقات والمعادلات المثلثية 


المتطابقات المثلثية لنصف الزاوية 


اختيار الإشارة 4 4 - 
أل خطوة فى مشاه فلن 3) أوجد القيمة الدقيقة قة ل 6055 » علمًا بأن © - ح 0 12و . 0 تقع في الربع الثالث. 
ا ا 6 عصذةه -1- 28ومى استعمل متطابقة فيثاغورس 
ضلع الانتهاء للزاوية ك5 . 
وعندها تستطيع أن تحدد -) 1- 28و80 - - 0 هنو 
الإشارة. 
2-1-6 16 _ 412 
2 1- 26و05 0 د 
9 2 
- 0 605 اطرح 
+ ع 6 ومع خد الجذر التربيعي لكلا الطرفين 
بماأ في الربع الثالث» فإن 5 - ع 0 ومع 
لهك ع وى متطابقة نصف الزاوية 
2 2 
كت 
5 5 3 
5 طاح 6096-25 
1 
اد - 
ك2 بسط 
قلاي - كلا 5 علبي - بإنطاق المقام 
5 1/5 قله 
10/5 4 


02000 0 27 ا مم ده 4 
بما أن 0 تقع بين ”180 و 0 فإن > تقع بين 0 135 . إذن» كب ح رو وون. 
4 دون استعمال الآلة الحاسبة. أوجد القيمة الدق قيقة ل 67.5 5 . 
135 
2 


5 -ح 67.55 05 ح 67.50 


135 1/ 5 
35 ف ا د - لتكت + - 4 وم».67.5 في الربع الآول» فالقيمة موجبة 


125 
2 


1-2 
ئ5 يد - - وقة وم 
2-2 
2 2 _- 2 
5 - 1-5 
2-02 
- - اطر. 
2 ع 
1. 2-102 - 4. > -ءبك4 
2 2 ص 6 6 4 6م 
دلوي 5 
4 - ضرب 
د د | 
4 1/6 لا 
2-02 
© ...هه 
أ هه ا هومة ا 7 ©60.* 8 ...هه 
تحقق من فهمك 6665# 
3) أوجد القيمة الدقيقة ل © هذه علمًا بأنح - 0 هذه 0 تقع في الربع الثاني. وزارة التعليح 
ده لعنالءع عه بمأكاصاالطا 
3 - 2021 
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ل الربط مع الحياة 


نافورة الملك فهد هي أحد معالم 
الجمال في مدينة جدة؛ فقد أقيمت 
على جزيرة قرابة الشاطئ » وتضخ 
الماء رأسيًا إلى ارتفاع 312222 . 


© مثال 4 من واقع الحياة 


التبسيط باستعمال المتطابقات المثلثية لضعف الزاوية 


تواظيو: ارجع إلى المعلومات الموجودة في فقرة " لماذا؟ " بداية الدرس. وأوجد لك. 


المعادلةالأصلية 


اذ 
دمر 


0 بسّط كلا من البسط والمقام 


0م خصزه 


يعطى تسارع الجاذبية الأرضية عند مستوى سطح البحر (بالسنتمتر لكل ثانية تربيع) تقريبًا بالصيغة: 
آ05».آ 2ز5 0.014 - .آ22زو 5.17 + 978 ح و» حيث .1 تمثل زاوية دائرة العرض 


8) بمّط هذه العلاقة مستعملا المتطابقات المثلثية لضعف الزاوية. 
8) استعمل الصيغة المبسطة التي أوجدتها في الفرع .44» واحسب قيمة 9 عندما "45 ح .آ. 


تذكر أنك تستطيع استعمال المتطابقات المثلثية لمجموع زاويتين والفرق بينهما في إثبات صحة المتطابقات. كما 
يمكنك استعمال المتطابقات المثلثية لضعف الزاوية ونصفها في إثبات صحة المتطابقات أيضًا. 


إثبات صحة المتطايقات 
46#0-1م» _ 20 وم» 
1 +0066 1226و + 1 3 


06-1 
066+ 1 


أثبت صحة المتطابقة 


الطرف الأيمن 


_ 6560 
ب #سضتق لت 
110 
1+ 60 65 لو 
اك 


ع 60م 


6 حنزو - 6 وم ً : 
22ت اضرب كلا من البسط والمقام فى 0 5111 
6 مننو + 6 وم يي ان تسسفل 

6 صزه + #0 5م © مزهو -6 وم» 


5 60 صذو + 6 وم 
6 صذه + 6 5م © صزه + 6 وم 


- اذ 3 ع لل 
كبرد ك1 0 صذو + 6 وم» 
#خصذه -6 2و0 


1 ّ - أضوت 
0 صزه + 6 ذه 6 وم 2 + 0 2وم 


6 مو -8 دوم 


2 تت - 60-1 خصو + 0 2ومى 
© حنزه 6 وم 2 + 1 


154 


20 0605© _ 5 5 8 
ةلت 0 نو ع © مذو 0 05» 2 ,20 05» ع 6 ا 
5 ع © 2 *ل*. *ر.ث.ه 
5006 5 وزارة التعليح 
7 تحقق من فهماك حل لعنالع 06 بمأكاصذالطا 
| 5) 2 كوم 4 ح :22 ثمرزو ع عر 2و 4. 3 - 2021 


الفصل 3 المتطابقات والمعادلات المثلثية 


تدرب وح الس و 


دون استعمال الآلة الحاسبة. أوجد القيمة الدقرقة نهلك من 
0 


ج605 , ِ صو ,20 5م ,20 تنزىء إذا كان: (الأمثلة 1-3) 


01 5 > 0 > 06ل - 0 صة 


02 7 >0 > 902 2 - 0 لزه 


65 3600 > 6 > 2700 2 ح 6 وى 


.3 
5 
4 1800 > 8 > 905 
5) 1809 > 6 > 900: رك - 9 هزه 


15 
6 2 كك > 0 > مر شل - 0 بزو 


7 > 0 > 2ر2 - و لما 


ع © 1ه 


أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي: 


[ مه 
9 5159م 
0) “75 صزه 


1) 16590 جلما 


3) كرة قدم: ركل لاعب كرة قدم 
كرة بزاوية قياسها "37 مع سطح 
الأرض» وبسرعة ابتدائية متجهة 
مقدارها 5و/:524. إذا كانت 
المسافة الأفقية 4 التي تقطعها 

5 م 
الكرة تُعطى با! : و .6 وه 0 اداه - 4ك. حيث و تسارع 
الجاذبية الأرضية ويساوي 321]/52. وَ © تُمثْل السرعة الابتدائية 
المتجهة . (مثال 4) 
8) بسّط الصيغة مستعملا المتطابقات المثلثية لضعف الزاوية. 
ط) ما المسافة الأفقية فقية 4 التي تقطعها الكرة باستعمال الصيغة 
المبسّطة؟ 


أثبت صحة كلّ من المتطابقات الآتية: (مثال 5) 


14) قمعا - 0 مم 
05 7-- - هما 

16( 20-4 مم 
7( 000 - 2 وم ك2 هه 


8) عدد ماخ: ترتبط زاوية رأس المخروط الذي تشكّله الأمواج 


الصوتية الناتجة عن اختراق الطائرة لحاجز الصوت بعدد ماخ 1/1 


(نسبة إلى عالم الفيزياء النمساوي ماخ) وفق العلاقة ل - ب جززة . 


ل سرع لين انعد ان يلا0ة دريب النما. 
ك4 إذا كان 7 كد - 6 ومع , فاستعمل العبارة التي أوجدتها في 3 
داب دا عتودات. 

9) إالكترونيات: يمر تيار متردد في دائرة كهربائية. إذا كانت شدة التيار 
الكيرياتي اباراسر عله الزدو لجعي الام لواثاة القدرر 
المرتبطة بالمقاومة ؟1 تُعطى بالصيغة : 16 مزه 1 تم “غير عل 
القدرة بدلالة 216 05» . 

00 كرة قدم: ركز صن كرة تلم عدة حرات يبيرع مجه اقدانية 
مقدارها 9516/5 . برهن أن المسافة الأفقية ية التي قطعتها الكرة 
متساوية لكل من الزاويتين ل - 45 - 60 بك + 459 كان : 


استعمل الصيغة المعطاة في التمرين 13 . 


أوجد القيم الدقيقة لكل من 20 حتهغ ,20 5مك ,20 2زأوء إذا كان: 


21 *0 >0 > 00 رك - 0 وم 


1 ع ا : 

22( 9 >60> 20 - 6 سه 

3) *180 > 6 > 3:905- ح 6 هما 

24) "180 > 0 > *90: 4 - - 0 عهو 

25) *270 > 6 > “37180 - 60 )ىم 

6) وي تمثيلات متعددة: ستستكشف فى هذه المسألة كيفية إيجاد 
متطابقة مثلثية اعتمادًا على التمثيل البيانى للدوال المثلثية. 
8) بيانيّاه استعمل الحاسبة البيانية لتمثيل الدالة 


- ملو 056 - وم 0صنة) 4 - (2)6/ بيانيًا فى الفترة 
27 > 0 > 27 


) تحليليّاء اعتمد على التمثيل البياني في (3) لتخمين دالة بدلالة 
الجيب تطابق (0)/. ثم أثبت صحتها جبريًا. 


©) بيانيُاه استعمل الحاسبة البيانية لتمثيل الدالة 
3 0)لطزة - 3 )2 05 - عقاع ينانا لاخر 


0 2> 0> 27 


جيب ا تطابق (©)ع. .ثم عالت صحتها جبريا م الغ 0 ناكا و1 ايا 
3 - 2021 
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مسائل مهارات التغكير العليا 


7) اكتشف الخطأ: يحاول سعيد وسلمان حساب القيمة الدقيقة ل : 


57 نه . هل إجابة أي منهما صحيحة ؟ برّر إجابتك. 
للنسبر 


6 وء 4 ءمء - 3 ومع 4 مز ح (8 - لم) 0ك 


0 5لا ووع - 30 ومع 45 وزو - (30- 45) وزو 


8) تحدّه استعمل دائرة الوحدة أدناه» والشكل المرسوم داخلها. 
لتبرهن أن: 
0 حزة 


م1 
و - 20 صما . 


8 


9) اكتتب: اكتب فقرة مختصرة تبين الشروط اللازم توافرها؛ كي 
تستعمل كلا من المتطابقات الثلاث ل20 605 . 


0 برهان: استعمل الصيغة (8 + كل) 511 لاشتقاق صيغة ل206 ملقء» 
واستعمل الصيغة (8 + لل) 205 لاشتقاق صيغة ل 20 05© . 


5 


1 تبرير: اشتقٌ المتطابقات المثلثية لنصف الزاوية من المتطابقات 
المثلثية لضعف الزاوية. 


2) مسألة مفتوحة: ضرب لاعب جولف كرة عدة مرات بسرعة 
ابتدائية مقدارها 56/5 115» ولنفترض أن المسافة 4 التى قطعتها 
0 ٍِ 
الكرة فى كا مره تحط يأ يو 4 ذل 4 ااه د و فيو لماذا 
تكون المسافة العظمى عندما 457 ع 0 . (2 86/5 32 - و) 
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أثبت صحة كل من المتطابقات الآنية: (الدرس 3-2) 


# زو + 0 2وم 


53) © 5م © تله 


-6 عهو + 6 غم 


2 
54) 8 0 + (68 2وم» - 1) - 8 تصة + 6 خصزه 
9 كعى 


5) 6 005 طذة 2 - 1 - 2( وم» - 0 طزة) 
أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأني: (الدرس 3-3) 
6 1359 تتزه 

7 ؟105 وم» 

8 2859 تزه 

9 210 وم 

0) (2405-) حتت 

1 (1200-) وم 


2) 189 طنزه “78 صذو + “18 وم “78 205. 


3 أوجد القيمة الدقيقة ل ح هما إذاكان*90> 6 >0 ر خلا - 4 ووه . 
م 7-4103 1 
8 2-ت/07 ه 0/3 
4) معادلة الدالة الممثّلة بيانيا فى الشكل أدناه هى : 
م 26 وم 3 -< 1 © 5186م 3 ح ين 
© 5 © 
8 0 + - ر 0 اا 
وزارة التعليح 
ها لعنالع عه بمأكاصاالطا 
3 - 2021 


الام 4:53 6/11/19 


مغعمل الحاسبة الشيانيك : 


رابط الدرس الرقمي 
الازج فعناا 
ل 


حل المعادلات المثلثية 


5 نال] »111 01101116ع111 5011/1115 رب رح 


3ع .اع .للالثالالا 


التمثيل البياني للدالة المثلثية مكوّن من النقط التي إحداثياتها تحقّق الدالة. ولحل المعادلة المثلثية» تحتاج إلى إيجاد قيم المتغيّر التي تحقّق المعادلة 
جميعها. بإمكانك استعمال الحاسبة البيانية #تامو-11 ؛ لحل المعادلات باستعمال التمثيل» وذلك بتمثيل كل من طرفى المعادلة بوصفها دالة على 
حدة, ثم إيجاد نقاط التقاطع. 
معادلة مثلثية بحلول حقيقية 
استعمل الحاسبة البيانية لحل المعادلة 0.4 - 2< أو , إذا كانت "360 > « > 05 . 
الخطوة 1: تمثيل الدالتين بيانيًا 
ه اضبط الحاسبة على نظام الدرجات بالضغط على مفتاح 69 ثم [443355331 رمنبا 
1-7 
٠‏ أعد كتابة المعادلة على شكل دالتين 0.4 - 60 2 ثر,< صذة - ©) 1/. 
« مثل الدالتين بيانيا بالضغط على المفاتيح: 


9 ؛: 5 9© :9931 609 


ه حدد فترة الرسم المطلوبة بالضغط على 59) واحدر منها زا 177 
وحدد القيمة الصغرى ل 2 ب ”0» والقيمة العظمى ل 2 ب “2360 

الخطوة 2: تحديد الحلول 
استعمل ميزة ننقاط التقاطع في إيجاد قيم تقريبية للحلول بالضغط على مفتاح 59 واختر منها 21011111111[ ثم اختر 
للك . راضغط ني أي نقطة على الشاشة وحرك المؤشر مرورًا بكل نقاط التقاطع في *360 > :: > *0, ستكون 
الحلول هى :“23.6 بد : , *156.0يد نز 


121-04 


أعاصله- (دااء 


1: عدادات النافذة 


معادلة مثلثية ليس لها حلول حقيقية 
استعمل الحاسبة البيانية لحلّ المعادلة: 0 -< ومء 3 + :د وم» يدشصه, إذا كانت “360 > د > 00 . 
الخطوة 1: تمثيل الدالتين بيانيًا 
٠‏ أعد كتابة المعادلة 0 - (6) 2/ ,2 وم 3 + 12 وم :3 1627 - 20 1ر. لانم «قدل امم :2 [لقافة ادناه 
ه مثّل الدالتين بيانيًا بالضغط على المفاتيح: 
1 هنا د + خخ 9ن لها نه + © ١‏ الخلا 0019 :6:0 
© . ت هع : 


الخطوة ٠:2‏ تحديد الحلول 
هاتان الدّالتان لا تتقاطعان؛ لذلك ليس للمعادلة: 0 - 2 وم 3 + 2 وم» : 7 مغ حلول حقيقية. 


تمارين: 
استعمل الحاسبة البيانية لحل المعادلات الآنية لقيم :* الموضحة بجانب كل منها: 
ٌْ ا 
1) *360 > 2 > “0 :0.7 ح عن مزه © "360 > مد > "0 دوم ع رمو 00009066 .مه 
65 “360 > 2 > 00 :0.5 ع 4 + 2 وم 3 4) “720 > 2 > “720- 3.4 ح 2 ومه 0.25 وزارة التعليح 
ضهاأمعنالع عه بمأكاص ألا 
5) 3600 > 2 > 2:00 صذة - 22 زه 66 “360 >2 > ”3609- :0 - 2 وزو 3 - 212 زه 1013 1 2 


استكشاف 3-5 معمل الحاسية البيانية: حل المعادلات المثلثية ‏ 157 


157-163.1000 7 


رابط الدرس الرقمي 


: ال 


3 نالع . جاع .للا لالالها 


5 نال]ط 11أ 1118011011 ع انا 50 


ههلا سنئة 

مسب الماذالة 

درست المتطابقات المثلثية. 

روي عن 323 إلى كن عند ركوبك عجلة دوارة قطرها 401» وتدور بمعدل 1.5 دورة 
7 كل دقيقة. فإنه يمكن تمثيل ارتفاع مقعدك فوق سطح الأرض» 

لكت بالأمتار بعد دقيقة بالمعادلة: 

كل المعاد لاك |المخلدية . 3 05 21-20 - 17 . 

* أميز الحلول الدخيلة 
للمعادلات المثلثية. بعد كم دقيقة من بدء حركة العجلة يكون مقعدك على ارتفاع 


7 ماش رداا اه 311 عن سطح الأرض للمرة الأولى؟ 
المنفرادااات:»: 


المعادلات المخلقية 


5 نال ع أنأ0001ع8 1 


حل المعادلات المثلثية : درست نوعًا خاصًا من المعادلات المثلثية هو المتطابقات. والمتطابقات المثلثية 
معادلات تكون صحيحة للقيم جميعها التي يكون عندها المتغير معرِّفًا. وفي هذا الدرس سوف تتعلم حل 
المعادلات المثلثية التي تكون صحيحة عند قيم محدّدة للمتغير. 


خل المعادلات عن قثرة معطاة 


خُلَ كلا من المعادلتين الآنيتين 
6 0 6 وم ل - 0 وم 6 صذوء إذا كانت *180 > 0 > :0 . 


حل المعادلات المثلثية 


0 كلثدة يعني 6ح ووم ط - ق وم 6 مزه المعادكة الأصلية 
إيجاد قيم المتغير جميعها 2 
التي يجفقالمعادلة: 0 - + 6 هنه) 6 5م حل بالف عافل مشحرف 
5860م أو 0 - 2 - 0 هزة خاصية الضرب الصفري 
05 أو 905- 6 1- م مزه 
0 أو 305- 6 الزاوية المرجعية للزاوية”150 هي “30 


الحلول هى 1509 ,307,909 فقط؛ لأن “180 > 6 > 0 


[دادمء ١‏ (داصله- )ا 

التحقق2< يمكنك التحقق من صحة الحل بالتمثيل البياني لكل من: (270.0] 
0 م ل - /[ ,6 05» 0 زو - /ز على المستوى الإحدائي 
نفسه. ثم إيجاد نقط تقاطع التمثيلين البيانيين. بإمكانك أن 
تلاحظ أنه يوجد عدد لا نهائي من هذه النقط» ولكننا نهتم 
بالنقط الموجودة ف فى الفترة ب بين ”180930 فقط. 

) 0-2-0 نمزو 06-3 مصذه 2 إذا كان 25 > 0 > 0 


0 - 2 -0مزو 3 -20طزو 2 المعادلة الأصلية 
0 - (1 + 6 صذه 2()2 - 6 صزو) خدل 
0 - 1 + 6 نزو 2 أو 0 - 2 - 8510 خاصية الضرب الصفري 
1- -ح 16و 2 2 - 6# تزه 
ل4- - 0 مز 2 وي ا ا ل 
أ ا 1,1 ا" ٠.‏ 
علا 275 و يجب أن تقع في لفترة [1,1-] 
6 6/7 وزارة التعليم 
]40 . 550 77113 دهن معنالع عه بمأكاصذالطة 
لكر مواقي 00 2021-43 


58> الفصل 3 المتطابقات والمعادلات المثلثية 


الاظ 10:00 6/12/19 8 157-163.1000 


التحقق: 0 - 2 -9 نزو 3 - 0 2خزو 2 0 - 2 -9 نزو 3 -0 نزو 2 


2 2 - (5) منهة- (5) زه 2 0 2 2 كداز 3 علد زو 2 
1_5_/و-_١ك1‏ م 1 1 

ل 1 2 قود ع ]ة- واه 

1 5 13-5 2 

0 0 22 


8) خل المعادلة دوم 3 ع تدخنزو :دوم».؛ إذا كانت 27 > ند > 0 . 


8) خُل المعادلة 0 - 6 وم 0 صزة 8 - 0 2 ومع4 + 0 2 ص4 إذا كانت ك3 > 0 > 0 


تحل المعادلات المثلثية عادة» لقيم المتغيّر في الفترة [270 , 0] بالراديان» أو [3607, ”0] بالدرجات. كما توجد 
حلول أخرى تقع خارج الفترات المحددة. لذلك» فالحلول تختلف باختلاف الفترات. 


معادئة مثلثية لها عدد لا نهائي من الحلول 


خُلٌ المعادلة 0 - 1 + 6 9 لقيم 6 جميعها , إذا كان قياس 6 بالراديان. 
0 - 6+1 وم» 0 


1--ع # وم 


استعن بالتمثيل البيانى لمنحنى 6 205 - /1؛ لإيجاد حلول 
المعادلة 1- ع0 05». 


التعيير عن الحلول يوضفها د |31 | ج22 | 7 0] -]| ع2] 31 
مضاعفات 

العبارة 2/7 + 7 هي 76 

مضافًا لها مضاعفات 227 86 12 1 


ولذلك؛ ليس من الضروري 
سرد جميع الحلول. 


الحلول هى ... ,32,372,536 وكذلك ... ,53-,332- ,72-» والحل الوحيد فى الفترة من 0 إلى 272 هو )7. 
طول الدورة لدالة جيب التمام هو 27. لذلكء. يمكن كتابة الحلول على الشكل 2/76 + ؟7؛ حيث ‏ أيّ عدد 


2 خل المعادلة 1/2 + تدصذه 2 ح تمزه 4 
8) خل المعادلة 1- > 0 «زه 2 لقيم © جميعهاء إذا كان قياس 0 بالراديان. 


يمكن استعمال المعادلات المثلثية في حل مسائل من واقع الحياة. 


"-3230201” << معادلات مثلثية 


مديتهة ألعاب: ارجع إلى فثرة ة "لماذا؟" في بداية هذا الدرس» بعد كم دقيقة من بدء دوران العجلة يكون مقعدك 


على ارتفاع 3133 عن سطح الأرض للمرة الأولى؟ 


31 205 20 - 21 ح [ المعادلة الأصلية 
37 205 20 - 21 - 31 عوّض 31 بدلا من 11 
371 205 20- 2 10 اطرح 21 من كلا الطرفين 
311 205 - 0 اقسم كلا الطرفين على 20- 06 5 اك 
يك 
- [1-)1 0057© خن معكوس جيب التمام 255000 
وزارة التعليح 
ها لعنالءع ع0 بمأكاصذالطة 
3 - 2021 


الدرس 3-5 حل المعادلاتالمثلثية ‏ 159 


2100 


ومن قيم الدوال المثلثية للزوايا الخاصة نعلم أن: 


1--25) وم- 251١‏ ذْن: 
5 - [5يك) دمه- [5 | ومه. إذن: 
3101 - 21 3 2 أو 311 2170 35 أي عدد صحيح أكبر من أو يساوي الصفر. 
دخ2 27 دا عد 4 5 4 
1 27 1 9 26-1 + و اقسم كلا الطرفين على 37 


تكم م اك 5 ا 1 5 2 , 2 
إن أقل قيمة ل نحصل عليها عندما تكون 0 ح 2 في المساواة ؛ - ) 2 + جو . 
: 2 : د 1 5 30 يمه 
الك اك اود يي داري لخد يكرك تبي الجر الاردىي يعاد اا 
قم تحقق من فهمك 
6 كم من الرقت تحتاج من بداية دوران العسملة » ليكون ارتفاع مقعدك 41 مترًّا فوق سطح الأرض للمرة الأولى؟ 


الحلول الدخيلة : لاو ا فعلى سبيل المثال» المعادلة 4 - 0 05» ليس لها حل؛ 
لأن قيم 0 05© جميعها تقع في الفترة [ [1,1- ] . كما أن بعض المعادلات المثلثية تعطي حلولًا لا تحقق قق المعادلة 
الأصلية» وتسمى مثل هذه الحلول حلولًا دخيلة. 


إذا لم تتمكّن من حل معادلة بالتحليل إلى العوامل» فحاول إعادة كتابة العبارات التي تتضمنها باستعمال المتطابقات 
المثلثية ل ل ل ا لذاء من 


حل معادلات مثلثية مع وجود حلول دخيلة 


خُلٌ المعادلة: © وم» + 1 ح © هذه إذا كان 3607 > 0 > 05 


6 5م» + 1 ع © تزه المعادلةالأصلية 
7 وم + 1) - 20 مزه ربع 
0ع +6 وم 2 + 1 - 286وم» -1 0و -20-1نزو 
0 >< +6 وم 2 - 0 بطرح 1 من الطرفين؛ وإضافة 0 6057© لكلا الطرفين 
(6 وم» + 1) 6 وم» 2 - 0 حلل 
5860م +1 أو 2668:86:60 خاضية لكر الصغرق 
1-- 8 وم أو 0 - 686ومى 
1809 -ع 6 أو 900605 - 6 
التحقق: 06 + 1 ح 6 حنزه 606 + 1 ح 0 حنزه 
0 وم + 1 2 1809 زه 5 وم + 1 2 909 زه 
(31-) + 1 2 0 21+00 1 
”7 0-0 ات 1 


6 5م» + 1 ع 9 تزه 
0 و0 + 1 2 2700 تتله 


1+0 1- 
»ا 1ع 1- 
إذن 2707 حلا دخيل 
إذن للمعادلة حلان هما 1807 ,*90. 
تحقق من فهماك 8 ووم ارهةة؟© 


© * 6ه ...هه 
ا يت 
ظ 4) 60 عمو -4 ح 3 + 6 2ومى 
وزارة التعليح 


دهن لعنالءع عه بمأكاصذالطا 


2021 - 3 


الفصل 3 المتطابقات والمعادلات المثلثية 


البحث عن تمطا 
ابحث عن أنماط في حلولك. 


ابحث عن زوج من الحلول 
الفرق بينهما هو 5 تمامًا. 
واكتب حلولك بأبسط 
طريقة. 


دالة الظل 
تذكر أن طول الدورة لدالة 


الظل هو 2: وهذا يبرر كتابة 


حل المعادلات المثلثية باستعمال متطابقات 


خُلٌ المعادلة 1- ح 6 4هج؛ - 6 562 2 لقيم 6 جميعها إذا كان قياس 6 بالدرجات. 


1- -ح 0 تصق - 6 2عهو 2 المعادلة الأصلية 


1- ح 0 كمه - (6 مص + 201 و'سةا +2060-1ءهو 


1- ح 6 كمصخ - 6 متنا 2 + 2 خاصية التوزيع 


0 -ح 0-3 صخ 2 - 8 كمتم 
0 - (1+ 60 صصه)(3 - 6 2منته) خَل 


0 1+ مصصمغ أو 0 -0-3 صما خاي الطورت السغرق 


أولا: 0 -1 + صما 
1--ح 6#خمطهم 
لايوجد لهذا الجزء حلول؛ لأن 6 822 لا يمكن أن يكون سالبًا. 
ثانيًا: 0 -0-3خطها 
6-3 2صما 


56 ح 9 حتهة] 


لذاء تكون حلول هذا الجزء هي : /180+ 0-120 ,1805/6 + 607 -0 ؛حيث / هو أي عدد صحيح. 


وتكون حلول المعادلة الأصلية هى /1809 + 1209 ,18071 + 609 . 
التحقق: 18091 + 600 ح 0 حيث 1 هو أي عدد صحيح 


1- 2 مخومج - 6 2عهو 2 


الحلول في الصورة: 1- 2 ,1800 + 605) كم - 18090 + 6090) 2ع 2 
18091 + 600 - 60 
1801 + 1200 -6 ”يي 1ح 8-9 

”180 + 1205 2 46 حيث / هو أي عدد صحيح 


1- 2 م خوج - 8 2عهو 2 


0 
١ 
جم‎ 


1809 + 1200) كسمم - (/1809 + 1200) 2عو 2 


حل كل معادلة مما يأنى» لقيم 6 جميعها . إذا كان قياس 0 بالدرجات: 
8 0-0 2وم - 6 أن 9 حتزه 


8 0-متسو در 2050 * 
9 غم 


اجعل أحد الطرفين مساويًا للصفر 


وزارة التعليح 
هن لعنالع عه بمأكاصاالطا 


2021 - 3 
26 


الدرس 3-5 حل المعادلات المثلثية 


اخ ا 


حل كل معادلة ممايأتي لقي م0 جميعها الموضحة بجانب كل منها : (مثال1) 
1) '360>-1-00>6 +0 وم 2 + 6 2ومى 

2 “360 > 0 > *1:0 - 6 وم + 6 2وم 2 

5 *360 > 6 > *0 :6 صزو 15 - 7 ح 0 “زو 2- 


4) 0 0 > :0 رن - شلك + و وى 


حل كل معادلة ممايأتي» لقيم 0 جميعها إذا كان قياس 0 بالراديان: (مثال2) 
65 6-1-0 مزه 4 66 5261م 2 


2-0 2مو2 - ذم 6) 2--ق ومع4 +8 2وم 2 


2 2 
حل كل معادلة ممايأتي لقيم0 جميعها إذا كان قياس 0 بالدرجات: (مثال2) 
09 2-0 +60 2منزو - 20 وم 10) 0 ح 6 صو - 0 عطلة 


1) 8-1-0 2نخزة 2 2) 6-0 صنزو 6 ومع2 - 6 وى 


15) الليل والتهار: للحي ل الوا ساو وك هو 0» 
ريكن قكيلهار ساد 13 11و حك مزه 3 -4» حيث ‏ عدد الأيام 


01 53 


4 بالحما لحد الى الخو به ما أيام السنة التي يكون فيها عدد 
ساعات النهار 104ساعات على الأقل | إذا علمت أن أطول 
نهار في السنة يعدت تقريبًا يوم 22 يونيو؟ فسّر إجابتك. 


حل كل معادلة مما يأتي: (المثالان 4,5) 

14) 0 - 8 2ومه + 20 2مزه لجميع قيم 0 إذا كان قياس 0 بالدرجات. 
15( 0 > 6 ومه - 20 زه لجميع قيم 0 إذا كان قياس 0 بالدرجات. 
6 1 - 0 صما لان 

0١ > 6 > 3600 )7‏ رع - 0 2وىي 

8) “270 > 6 > 1:90 ع 0 لمنزو 2 

9) 22 > 6 > 0:0 ع 6 وم - 2 حتزو 

0) “360 > 6 > *0:180 - 1 - 0 مزه 4 

21) 0 ح 6 مذ - 0 ننه لجميع قيم 0 إذا كان قياس 6 بالدرجات. 


2) 6-1 صنه 4ح 6 غصزه 4 لجميع قيم 6 إذا كان قياس 0 بالدرجات. 


2 الفصل 3 المتطابقات والمعادلات المثلثية 


3) ناطحات سحاب: يبلغ ارتفاع برج الفيصلية في الرياض 16 876 . 
أوجد 6 إذا كان طول ظله فى الشكل أدناه 6851؟ 


24 أتهارء تمثل الدالة: 8 + | 26-4 | هذه 3 - بإ» عمق نهر 
خلال أحد الأيام ؛ حيث 24 ,... ,2 ,1 ,0 - :د 24 تدل على 
الساعة الثانية عشرة عند منتصف الليل» 13 تدل على الساعة الواحدة 
بعد الظهرء وهكذا... 


8) ما أقصى عمق للنهر في ذلك اليوم؟ 
0) في أي وقت نحصل على أقصى عمق؟ 
حل كل معادلة مما يأتى» لقيم 60 جميعهاء إذا كان قياس 0 بالراديان: 


5) 0- 2 + 6 صزو 2 - (20 خنذة)(6 ومى) 


26) 2ل - ومن (1 - 5/) + 0 غصنه 2 


27) 2 جنزه ع 6 زه 2 
حل المعادلتين الآتيتين» لقيم 6 جميعهاء إذا كان قياس 0 بالدرجات: 


28 م + 0 هزه 5/. - كلك + 20 مزه 


29) 3 - 0 وم - 0 ممه -1 


0 ألماس: حسب قانون سنيل (13587 1'5آع50) 17 خنذة 1 -14أ5 11 » 
حك ومدان الأكدار نودي الريط الا يخرت :© الصرمة 
و72 معامل الانكسار للوسط الذي يدخل فيه الضوءءو 2# قياس زاوية 
المتوظيو #اقناس (لرية الاتكسار: 


1» وقياس زاوية سقوط الضوء على حجر ألماس هو 359» فما 
قاس زاوية الانكسار؟ 


ل ل لد 
وزارة التعليح 
دهن معنالع عه بمأكاصأالطا 


2021 - 3 


مسائل مهارات التفكير العليا 


1) اكتشف الخطأ: حلت كل من هلا وليلى المعادلة 
0 حرزة ع 6 وم 6 جنزة 2 » 3607 >6 > 00. أيّ منهما كانت 
إجابتها صحيحة؟ برّر إجابتك. 


هلا ليلى 
#0مو ع 6 ومع 6 مارو 2 0 مزو ع 6 ومع مأى 2 
#60مخو_ 6ومعء6مئة2 
#0مزى 2 #0 مر 
01 2 2200 
0640 


© مزئى- ع # وزو - 


- 0 ووه 


05507020 056073007 


2) تحد: حل المتباينة :3 5112 > 23 5112 27٠‏ > 2« >> 0 بدون 
استعمال الحاسبة. 


53) اكتب: حدد أوجه الشبه وأوجه الاختلاف بين حل المعادلات 
الطرق المختلفة؟ وما عدد الحلول المتوقعة؟ 


34 تبرير: اشرح سبب وجود عدد لانهائي من الحلول للمعادللات 
المثلثية. 


5) مسألة مفتوحة: اكتب مثالا على معادلة مثلثية لها حلّان فقطء 
بحيث تكون ”360 > 0 > 00 . 


6 تعن هل للمعادلتين 2 - 1 + :62م , 1/2 ح ندعو الحلول 
نفسها في الربع الأول؟ برر إجابتك. 


أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتى: (الدرس 3-4 ) 
7 165 وم 38) 21 مله 39) لك ررزه 40 كوم 
آفث أن كل معادلة مما ياي تمكل متطازفة:(افدرين هده ) 


1 6 وم - - (6 - 2)2700ز5ه 42) 6 صذو- ع (6 + 905) وم 


53) 6 صنو ع (6 - 9050) وم 44) 6 وم ع (6 - 905) حتزه 


5 ألعاب نارية: إذا أطلق صاروخ 


من سطح الأرض» فإن أعلى 


ارتقاع بصل [المسظي بالصيكة 
2 
4 القن - 1 حيث 0 زاوية 


الانطلاق» و2 السرعة المتجهة 1 
الابتدائية للصاروخ» و0 تسارع 
الجاذبية الأرضية وتساوي ع9.822/56. 


7 2 2 

عي اع # كمه ك2 _ 0 خملة 0 2 7 

3 انىت ان - تمث متطابقة . 
( 1 6 “هو و2 29 


0) إذا أطلق الصاروخ من سطح الأرض بزاوية ”80 » وسرعة 


ابتدائية مقدارها 1107/5» فأوجد أقصى ارتفاع يصل إليه. 
(الدرس 3-2) 


46) استعمل التمثيل البيانى فى الشكل 0 
المجاور؛ لتحدد مجال الدالة (0):/ 0 
ومداها. (مهارة سابقة ) 


تدب على اختبان 11 


47) أي مما يأتى ليس حلا للمعادلة 0 ح 0 هه 0 05» + 0 مزه ؟ 


م كد وج عج 2‏ م68د 
8) ماحل المعادلة ا - دعق » حيث *360 > نز > *0؟ 

م *150أو :30 © *330 أو *210 

8 *120أو 60١‏ "300 أو 240 


©6 ومهة© 

666 6. .6ه 

2.089 *.*. ".٠ه‏ 
وزارة التعليح 
هن معنالءع عه بمأكاصذالطا 


2021 - 3 


الدرس 3-5 حل المعادلاتالمثلثية ‏ 163 


دليل الدراسة والمراجعة 


المغفاهيم الأساسية 


المتطابقات المثلثية (الدروس 3-1,3-2,3-5) 

» تصفالمتطابقات المثلثية العالاقة بين الدوال المثلثية. 

» يمكناستعمال المتطابقات المثلثية في تبسيط العبارات 
المثلثية» وحل المعادلات المثلثية. 


المتطابقات المثلثية لمجموع زاويتين والفرق بينهما 
(الدرس 3-3) 
٠‏ لجميع قيم 8 ,لل: 
8 صذد 4 زد + 8 5م» 4 5م ع ( 8 2 4 ) 5وم» 
8صزة 4 وى + 8 5م 4 دزو - (8 2د 4) ناد 


8 منهخ + 4 11د 
5 مدا ذل 2ج + 1 


المتطايقات المثلثية لضعف الزاوية ونصفها 
(الدرس 3-4 ) 


٠.‏ المتطابقات المثلثية لضعف الزاويةهة: 


ح (8 + 4 ) مها 


6 05 © ذو 2 ع 511260 


0 “ستو - 0 2052 ع 20 وم» 


#0 “سو 20-1-2 وم 


1 -0526 2 -20 وم» 


06 ته 2 


ح- 0120 
“مه -1 


٠.‏ المتطابقات المثلثية لنصف الزاوية: 


#0 ومع -1 6( _. 
قد 1+ - د 

9 5122 
60 وم +1 0 

2 1غ 2 ومع 

0 ومع -1 0 

0 1-057 ا 
1 8 ع يح راكد كنك 


24 الفصل 3 المتطابقات والمعادلات المثلثية 


المفردات 


المتطابقة (ص. 136) 
المتطابقة المثلثية (ص. 136) 


المتطابقات النسبية ر(ص. 136 ) 


متطابقات الزاويتين 

المتتامتين (ص. 136) 
متطابقات الدوال الزوجية والدوال 
الفردية (ص. 136) 


متطابقات المقلوب (ص. 136) 


المعادلاتالمثلثية (ص. 158) 


متطابقات فيثاغورس (ص. 136) 
اختبر مفرداتك 
اكتب المفردة المناسبة لكل عبارة مما يأتى: 
1( يمكن استعمال  ---‏ في إيجاد جيب أو جيب تمام الزاوية 
مه 6058© _ 5 
2 المتطابقة > 0 001 هي مثال على 
3 لهي معادلة تحتوي على دوال مثلثية صحيحة للقيم 
جميعها التي تجعل كل طرف في المعادلة معرفًا. 
4 يمكن استعمال- ل فى إيجاد ”60 5115 باستعمال 
الزاوية "30 . 
5) تكون-.. صحيحة لقيم معينة للمتغيرات. 
5 16 
6) يمكن استعمال ل في إيجاد 222 005 . 
08 2ك 1 25227 
7 المتطابقتان ييح -6 9 ع 6 ع مثالان على 
68 يمكن استعمال ل في إيجاد كل من 
“120 05 ,“120 حنذه إذا علم الجيب» والجيب تمام لكل من 
الزاويتين "90,30 . 
09 60-1 2مزو + 6 052» هي مثال على 


©6» .وه© 
608 *. ...وه 
© ©. *ى*ى,"* .مه 

وزارة التعليح 

هن لعنالع عه بمأكاصاالطا 

2021 - 3 


مراجعة الدروس 


5ذ المتطابقات المثلثية (الصفحات 140 - 136) 
أوجد القيمة الدقيقة لكل من النسب المثلثية الآنية: 
0 0 صنعء إذا كان تت - 6 ومع *360 > 8 > *270 
1') 6ءئعءة. إذا كان 2 ح 86غ6م».”180 > 6 > 90٠‏ 
12) © حنهقغء إذا كان 2 ع 6 غم»."90 > 6 > 0 


3) 0 5معء إذا كان ّ- ح 0 صنف*270 > 0 > :180 


4) 6 عدم إذاكان -- 6 ؤمع. “360 > 0 > *270 


5) كرة قدم: إذا كان بُعدا ملعب كرة القدم هما: 


1100 ,مم 75 كما في الشكل أدناه» فأوجد جيب الزاوية ©. 


بسّط كل عبارة مما يأني : 

6) © 5م 0 طنزة 6 طتنخ - 1 
7) # عي 6 حصته] 

8) 6#غم 6 وي + © حتله 


9) © صخ + 1) 0 وى 


أوجد 0 هذه إذا كان كّ ‏ 0 وم» , *90 > 0 > 0 . 
2ه 2 500 
1 ع 6 _>طزه + 6 >05© متطابقة فيثاغورس 
اطرح 0 2052 من كلا الطرفين. 
عوّض 3 بدلا عن 0 05 
3 
لت 71 
اطرع 
خد الجدر التربيعي لكلا الطرفين 


بما أن 0 في الربع الأول» فإن 0 512 موجبة. 


إذن, كلا - م هزه . 


بسّط العبارة 0 غ0» 0 »56 0 05© . 


قعداجدا 0 5م» ع 6 غم 6 مهو 0 وم 


6 صنو أ/6 5م 


60 غخم» - 


دهن لعنالع عه بمأكاصذالطا 


2021 - 3 


الفصل 3 دليل الدراسة والمراجعة ‏ 165 


أثبت صحة كل من المتطابقات الآتية: 
0+1 وم» 


أثنت صحة المتطابقة 0 »و + 0 204 - 1 
3 3 ا 


0) 6 وم + 6 خنذو ع 6 صنزة 6 خم + © وم 9 02 

0+1 وم» 
#صلة_, 56مء 0 صلد 
#مصةخ ‏ 66م 


الطرف الأب 
21) 6 وم + 6 زه - سد 


12 
02 # عق -1-م2مو 
#6لصنة-1 


”هو #6 عو + 6 0061© جح بسّط 
3) هندسة: المثلث المجاور قائم الزاوية. 
استعمل أطواله المعطاة لتتحقق من أن الطرف الأيمن - 


6 “عه ح 1 + 0 مما 


ن استعمال الآلة الحاسبة» أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتى: 5 
9 يي ا بدني أوجد القيمة الدقيقة ل “75 هذه . 
4) (1355-) وم دون استعمال الآلة الحاسبة» استعمل المتطابقة 4 مزه - (4+8) ذه 

8صذة كل وم + 8 وم . 
5) “15 5م 
455 + 307) صذهة - 7/57 تزه 
“210 حتاة 
"45 حتزه “30 205 + “45 005 ”30 تله ح- 


تجا 5 - 


212 2 2 


1057 تله 


“5/ حتةا 


6لا + ثلا كلا 2لا _- 
لاع 


“105 5م 


أثبت صحة كل من المتطابقات الآنية: 
0 © 5م» ع (90 + 6) تزه 


6 ك3 


1) 056ع- - | 9 )| له 


2 6 خم ع (, - 6) حته] 


دهن فعنالع عه بمأكاصذالطا 


2021 - 3 


6 الفصل 3 المتطابقات والمعادلات المثلثية 


5 المتطابقات المثلثية لضعف الزاوية ونصفها (الصفحات 151-156) 


1 5 33 0 6 .. 5 
أوجدا لقبم الاقيقة لكل من ك2 608 رد هزه ر20 200,608 هله 5 ل ل ل 500 
إذا ١‏ ت أن: أوجد القيمة الدقيقة ل > نأوء إذا كان 5-- ح 0 0©05. وتقع 0 في 


55) “90> 0 > “6-0 605 
ل له متطابقة نصف الزاوية 


4 *270 > 6 > 0ل - 6 صثه 


تت 
ع 0 5وم» 


, 


سد 
و2 ح 6 وم 


5 2 >0 > 
اطرج 


احكلد اقسم؛ بسّط» وأنطق المقام 
8) أوجد طول قطر الملعب. 
8) اكتب النسبة "45 :51 باستعمال أطوال أضلاع الملعب. 
60 


©») استعمل الصيغة 4954 -1/1+ - 2 ذه ؛ لبرهنة صحة 
النسبة التي كتبتها في الفرع(6) . 


| 3-5 عح حل المعادلات المثلثية (الصفحات 165 - </01>) 


حل كل معادلة مما يأتي» لقيم 0 جميعها الموضحة بجانب كل منها: 
حل المعادلة 0 ح- 6 5م» - 20 22 ذو » إذا كان 27 > © > 0 . 


00 1ك ا ووم2 0 ع 6 وم» - 20 تله المعادلة الأصلية 
0 - 6 05» - © 005 © 5111 2 متطابقة ضعف الزاوية 


8) 22 > 6 > 0:0 - 1 - 8 دوم 4 
0 > (6-1 صنزةو 6)2 وم حتّل 


9) “360 > © > 0:0 ع 6 وم + 2 حتلة 
0 - 0-1 صنو 2 أو 


0) *360 > 6 > “3:0 + 6 مزه 2 ع 0 كطزة 
ح © زه 


1 
2 
كنك 


41) 27 > 6 > 0:0 - 1 + 0 وم 4 - 6 2ويى 4 كك أر* - م 


دهن معنالع عه بمأكاصاالطا 
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الفصل 3 دليل الدراسة والمراجعة ‏ 167 


3 دليل الدراسة والمراجعة 


تطبيقات ومسائل 


2) إنشاءات: يبين الشكل أدناه ممرًا ماتلا لمنزل . (الدرس 3-1) 5 موجات: يُسمى تداخل موجتين بِنَّاءَ إذا كانت سعة الموجة الناتجة 
أكبر من سعة مجموع الموجتين المتداخلتين. هل يكون تداخل 
الموجتين الآتيتين معادلتاهما بناء؟ 

(455 + 34) صنه 20 ح- وبن (*225 + 3) مه 20 - ريز 
(الدرس 3-5) 


5 1 
أوجد 6 5 ,© ذه إذا كان 2 ع © جلها . 5 5 
3 1000 6) هندسة: استعمل المثلث 11/27 أدناه لإثبات أن كلك - 217 مزه. 
نا 
(الدرس 3-4) 


3) ضوء: تعطى شدة الضوء الخارج من عدستين متتاليتين بالصيغة 
0 1000 . 50 20 
سس ولك ] و سين وا قدة الغو الخارج من العدس الاولى» 


أثبت أن كلا من المعادلتين الآتيتين تمثل متطابقة: (الدرس 3-4) 


7) مع  -‏ #خصلق 


2510260 
44) خرائط 3 إسقاط الست افيك علط 
( حراحد يستعمل ! اسبرور ايلم وسكيين )1 222 وو +1 
(60ع1”:0[6 لتحويل مسار ثلاثي الأبعاد على الكرة الأرضية إلى مه +1 
مسار فى المستوى (على الخريطة)» بحيث ترتبط النقاط على الكرة 3 
دفي تاو ادر 7 على الكر 9) مقنذوفات: إذا قذفت كرة بسرعة متجهة مقدارها © وزاوية قياسها 8 » 
الأرضية بالنقاط المقابلة لها على الخريطة بالمعادلة للق دمر 57 ْ 1 
و #2 . .. 0 ومع - 1 ١‏ فقطعت مسافة أفقية مقدارها غ] 4» ويعطى زمن تحليقها ] بالصيغة 


4 لا ء 00 #0 
0 205 11 در (الدرس 3-2) حدم فأوجد الزاوية التي قذفت بها الكرة » إذا علمت أن 


95 - 7 وكانت المسافة الأفقية 10011 » وزمن التحليق 4 ثوانٍ. 
(الدرس3-5) 


©6» ,وهة© 
608 *. ...وه 
© ©. "*ى*ى ٠",‏ .مه 

وزارة التعليح 

دهن معنالع ع0 بمأكاصاالطا 
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8 الفصل 3 المتطابقات والمعادلات المثلثية 


1) اختيار من متعدد: أي من العبارات الآتية تكافئ 
0 غأم © وم + # جززو ؟ 
0 30660 © 6 ععو 
8 6 حم معي 


أثبت أن كلا من المعادلتين الآتيتين تمثّل متطابقة: 
2) (© + 600) صو ع (6 - 300) وم . 
65 6 ومع- ح ل - ) وم . 


4) اختيار من متعدد: ما القيمة الدقيقة ل0 أو. إذا كان 


ِ- - 8 وم , "180 > 8 > 05و؟ 


دون استعمال الآلة الحاسبة» أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي: 


5) 66م». إذا كان - 0 عمد “360 > 0 > 2700 
6 6 صهاء إذا كان 4- - 8 ومه, “180 > 6 > 90 
67 # ععو, إذا كان 2- ع # عو , 2709 > © > 1809 


8 0 عع إذا كانط ع 0 صنو *90 > 0 > 05 


أثبت آن كل معادلة مماياتى تمكل متطابقة: 
09 6 عءو ع © حنهغ + 6 غمع) © حتزة 


0 560مى 5260© 
0 حتةخ  -‏ ععو 6 صنو - 1 


1) 286عه05 كعى ح 0(2 غم + 0 جه) 


#لصنه ‏ 6عهو +1 
02 مم 1 2 #عهعو 


35) اختيار من متعدد: ما قيمة 2 مها؟ 


4) تاريخ: يرجح بعض المؤرخين أن الذين بنوا أهرامات مصر ربما 
حاولوا أن يبنوا الواجهة على شكل مثلث متطابق الأضلاع؛ ثم 
غيروها إلى أنواع مختلفة من المثلثات. افترض أنه تم بناء هرم 
بواجهة على شكل مثلث متطابق الأضلاع» طول ضلعه :1 18. 


8) أوجد ارتفاع المثلث المتطابق الأضلاع. 
ك4 استعمل الصيغة 0 205 0 112ذ5 2 - 20 512 » وطول ضلع 


المثلث وارتفاعه لتبيّن أن ”60 ذه - (2)309 512 » ثم أوجد 
القيمة الدقيقة للنسبة المثلثية “60 حنذه. 


أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأني: 
5) (22550-) وم 

6) 480 تزه 

7) 75 5م 

8) “165 حتزه 


خُل كلا من المعادلتين الآنيتين لقيم 0 جميعهاء إذاكان قياس 0 بالراديان: 
9) 6-2-0 وم 0-3 2و0 2 


0 0 -1 - 39 زو 2 


خُل المعادلتين الآتيتين» حيث “360 > 0 > :0٠‏ 


©6 ووهة© 
31 2 - 0 وم + 26 وم لع يلت 
فخ 11 : ا 
22( 0 > 0 صزه ح - 0 وم 6 لله وزارة التعليح 
دهن فعنالع عه بمأكاصذالطا 
3 - 2021 


الفصل 3 اختبار الفصل ‏ 169 


درست فمشل الذالة التريكلة 
(والتي تمثل قطعًا مكافتًا) » 
ودائة المقلوب (والتي تمثل 
قطمًا زائدًا). الدرس(3-5) 


واالان: 


» أخلل معادلات القطوع 
المكافتة: والدوائر, 
والقطوع الناقصة, 
والقطوع الزائدة: وأمثّلها 
أكتبٌ معالادت القطوع 
المكافتة: والدوائر: 
والقطوع الناقصة, 
والقطوع الزائدة. 
احدد انواع القطوع 
المخروطية باستعمال 
معادلاتها. 
أحل مسائل تتضمن حركة 
المقذوفات. 


الماذاره 


ل فضاء: القطوع 
المخروطية شائعة الاستعمال 
في مجالات الفضاء؛ 

إذ تستعمل معادلات الدوائر 
في وصف مدارات حركة 
السفن الفضائية والأقمار 
الصناعية حول الأرض. كما 
أن الكواكب تسير فى مسارات 
بيضاوية الشكل تشيه القطوع 
الناقصة: أماالمدنيات: فتسير 
في اتجاه أحد جزئي القطع 
الزائد؛ مما يساعد على التنيؤ 
بزمن ظهورها لاحقا. 

قراءة سابقة: اكتب قائمة 
بما تعرفه حول العالاقات 
والدوال التربيعية وتمثيلهما 
اناق 


القطوع المخروطيهة 


0 الفصل4 القطوعالمخروطية 


تشخيص الاستعداد: للتأكد من المتطلبات السابقة» أجب عن 


أسئلة الاختبارالسريع الآتي: 


أوجد محور التمائل والمقطع /3 والرأس لمنحنى كل دالة تربيعية مما يأتي: 


1) 2-2-12ر- هر 2) 6+ج2 +22 - ومر 
42-8+ 222 - )مر 4) 3 +122 -222 - زمر 
5) 262-122-4ت3 - ور 6) 1 -بق + شعه - قار 
7 أعمال: يمكن تمثيل تكلفة إنتاج :ا من الدراجات بالدالة: 

0 + ندة0.5 - 0.012 - 00. أوجد كلا من محور التماثل» 


ومقطع 1 والرأس لمنحنى هذه الدالة. 


أوجد مميز كل من الدوال التربيعية الآنية: 


8 52+3- 222 - ور 9) 9-جم + 222 - وار 
0 1 +22 + نيرت - كر 11) 3-جة -22ت3 - ور 


2 32-7 - يه - كر 15) 11++ه - شيعه - زمار 


أكمل المربع في كل عبارة تربيعية مما يأتي إن أمكن: 
14) عق + 2ع 


5) 182-شعر 

مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًا: 
...ع 

6 بج - ور 


جلي - ف 


8) هدية: أحضر مجموعة من الأصدقاء 50 كوبًا ورقيًا لاستعمالها 
في رحلة ترفيهية. ويعتمد عدد الأكواب التى سيستعملها كل 
شخصر على عدد الأشخاص | لمشتركين في الرحلة. اكتب دالة 
تمثل هذا الموقف. ومثلها بيانيًا. 


رابط الدرس الرقمي 


3ع .داع أ.للالثالالا 


مراجعة المفردات 


التحويلات الهندسية للدوال 
(3115101131310115] 110115 لكتد1) : 
هي التغيرات التي تؤثر في الدالة الرئيسة (الأم). 


المماس (ع15[ 114ع228]) : 
يكون المستقيم مماسًا لمنحنى إذا قطعه ولم يعبره عند نقطة 
التماس. 


متطابقات فيثاغورس (10162111:65 تتدء52801غ3م) : 
0-1 تمنو +260ومى 
0ه -1 +0 ثسهها 
وى -6260+1نى 


إكمال المريع (ع501121 عط قصتاء[مرحصمء) : 

لإكمال المربع في أي عبارة تربيعية على الصورة ندط + 2:2: اتبع 
الخطوات التالية: 

1)أوجد نصف معامل < ؛ أي نصف . 

2) ربّع الناتج في الخطوة (1) . 

3)اجمع الناتج في الخطوة (2) إلى العبارة 6 + 2 . 


محور التماثل (تاع تحط رو 01 05<ة) : 
مستقيم يتماثل حوله المنحنى أو الشكل. 


خط التقارب (3953:217406) : 
هو المستقيم الذي يقترب منه التمثيل البياني للدالة. 


.وهة© 

©9068 ...وه 
وزارة التعليح 
حل لعنالع عه بمأكاص الا 
3 - 2021 


الفصل 4 التهيئة للفصل ‏ 171 


170-171.1000 1 


درست الدوال التربيعية 
وتحليلها وتمثيلها بيانيا. 
(مهارة سابقة) 


(واا لازن : 

. 0 معادلات فعليم 
مكافتة وأمثلها بيانيًا. 

. أكتبٌ معادلات قطوع 
مكافئة. 


المغرداات 
القطع المخروطي 
0 لام 
المحل الهندسي 
1065| 

القطع المكافئ 
0م 

البؤرة 

5لا100 

الدليل 

كفتك 

محور التماثل 
5/1111 ]0 ذألاة 
الرأس 

عا 
الوترالبؤري 
[اللاعع؟ 3105| 


القطع 
كلمة قطع هي مفرد كلمة 


قطوع.؛ وتعني في اللغة الجزء 
قال تعالى: + تمر بأَمْلِلِكَ 
بقِطع يِنَّ ييل ... )4 [الحجر:65] 


رابط الدرس الرقمي 


القطوع المكافئة 


0 


3ع .داع أ.للالثالالا 


الملاذ|ل 

استعمل العلماء حديثًا تلسكوب سطح الزئ تبق؛ لمشاهدة صور الفضاءء وهو 
تلسكوب ذو مرآة سائلة (طبقة من الزئبق) مقعرة مقطعها العرضي على شكل 
قطع مكافئ» مع آلة تصوير مثبتة عند البؤرة. 


القطوع المخروطية : القطوع المخروطية هي الأشكال الناتجة عن تقاطع 
مستوى ما مع مخروطين دائريين قائمين متقابلين بالرأسء كليهما أو أحدهما 
بحيث لا يمر المستوى بالرأس 

والقطوع المخروطية العلاثة الواردة في هذا الفضل هي ي: القطع المكافئ 
والقطا الناقص (وحالة خاصة منه الدائرة) والقطع الزائد. 


الدائرة القطع الناقص القطع المكافئ القطع الزائد 


الصورة العامة لمعادلات القطوع المخروطية هي 0 - 1 + رزآ + :10 + 2ن + رود + تدم حيث © ,8 بل 
أعداد ليست جميعها أصفارًا. وتوجد صورة أكثر تحديدًا لمعادلة كل قطع مخروطي» وسيتم تقديمها جميعًا في دروس 
هذا الفصل. 


تحيل الصطغ العافم ولمثيله ييانيا: 

النقاط التي تحقق خاصية هندسية معينة مالسل 
الهندسي لمجموعة نقاط المستوى التي يكون بُعد كل منها عن نقطة 
ثابتة (تسمى البؤرة) مساويًا دائمًا لبعدها عن مستقيم معلوم (يسمّى 


لليل). 


الور ولي هلش محور تافل ونُسمى نقطة تقاطع. 
لوس اعد البؤري. ميقم طرق الرقر ارو على اقلم لكاي 


2 


الصورة القياسية لمعادلة القطع المكافئ: 

درست سابقًا الدالة التربيعية © + يوط + ثم - وال حيث 0 4 والتي يمثل منحناها قطعًاصكافيًا مفتو جا إلوع على 

أو إلى أسفل. ويمكن استعمال تعريف القطع المكافئ؛ لإيجاد الصورة القياسية لمعادلة القطءة اقمك]فئ بندمايكركن 
مفتوحًا أفقيًا (إلى اليمين أو إلى اليسار) أو رأسيًا (إلى أعلى أو إلى أسفل). مزارة التعيف 


دهن معنالءع عه بمأكاصاالطا 
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الاظط 10:02 6/12/19 


172-179.1000 2 


افترض أن (/2)3:,1 نقطة على القطع المكافئ كما في الشكل المجاورء والذي الدليل: 
رأسه (17)71,1 وبؤرته (6 ,+2)1 , حيث »| - 217 هو البعد بين الرأس الكت 
والبؤرة. وبناءً على تعريف القطع المكافئ فإن البعد بين أي نقطة على القطع 
والبؤرة يجب أن يساوي بعد هذه النقطة عن الدليل. لذا إذا كان|6١|‏ - 177 
فإن |[2| ع '[لا. 

نعلم من تعريف القطع المكافى أن 2/1 - 21 . وبما أن 3 واقعة على 
الدليل» فإن إحداثيي 1/4 هما (/1 ,© - 1) » ويمكنك استعمال صيغة المسافة 
بين نقطتين لإيجاد معادلة القطع المكافىئ. 


1/1 ح- تام 
7 - رن) + 2[ مل) ع عن] /ة - 2 - رن) + 2[ + 1 - ين] قاتون المساقة بين نقطتين 
7 + 2[ - م) عنم - 2( - رن) + 2[ + م) - ند] ربع الطرفين 

7 - م) + 0 - )ع2 شر - 2( - ر) + 02 + م) + م + )و2 شير فك الأقواس 


2 + م21 - 12[ + م2 + 2:11 - شير - 2(] - ن) + 2ع + ع2 + 12 + م:و2 - رإرور2 - 2ر2 فك الأقواس 
مالك - مية - 2 - ) بسّط 
(1-جامه - 2 - ر) حدّل 

اتجاه فتحة منحنى القطع 

أن منحنيات شط ريوع 0٠١‏ أي أن معادلة القطع المكافئ المفتوح أفقيًا (إلى اليمين أو إلى اليسار) هي (!/ - :<)40 - 2(/ - /') . وبالمثل فإن 

ممتوحة رايا (إلى على معادلة القطع المكافئ المفتوح رأسيًا (إلى أعلى أو إلى أسفل) هي: (1 - )46 - 1(2 - :) . 

ل (إلى وهاتان هما المعادلتان القياسيتان للقطوع المكافئة» حيث 0 ج © . وتحدّد قيم الثوابت © , ,:/ خصائص القطوع 

لاطا اه المكافئة مثل إحداثيات رأس القطع واتجاهه. 


خصائص القطع المكافئئ 


١ 
١ 
1 
١ 
١ 
١ 
1 

7 

34 


> 0 


المنحنى مفتوح رأسيًا الاتجاه: 
الرأس: 01 الرأس: 01 
البؤرة: 0 +1 ,11) البؤرة: وى + 1) 
معادلة محور التماثل: ع2 معادئة محور التماثل: 1 ع 1 
معادلة الدليل: ع - د رن معادئة الدليل: 1-6 دير 
طول الوتر البؤري: ا 4 طول الوتر البؤري: |42 


وزارة التعليح 
دهن معنالع عه بمأكاصاالطا 
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تحديد خصائص القطع المكافى وتمثيل منحناه بيانيًا 


اتجاه القطع المكافئ 
يكون اتجاه القطع المكافئ 


حدّد خصائص القطع المكافئ (2 - )12 - 52 + /): ثم مثّل منحناه ب بيانيًا. 


ال ع المعادلة فى صورتها القياسية» والحدٌّ التربيعي هو /1؛ وهذا يعني أن المنحنى مفتوح أفقيًا. وبما أن 12- - 46 
حد الإحداثيات: ف 1 21113 7« 
00 فإن 3- > » ؛ لذا فهو مفتوح إلى اليسار. وبما أن المعادلة على صورة 10 - )ع4 - 2(/ - ,[) ؛ لذا فإن 
- مفتوحًا إلى أعلى إذا كان - 
الا ري 17-2:2,12-5 . استعمل قيم © , ,1 لتحديد خصائ ئص القطع المكافئ. 
وكانت 0 < 0. 
- مفتوحًا إلى الأسفل إذا الرأس: ‏ (5-,2) 1,10 الدليل: 2-5 بعك 
كان الحد التربيعي هو ]2 : البؤرة: (ط- 1-) 7ن + ن) محور التماثل: ح 1 1-8 
نت 6>:0. 
00 طول الوتر البؤري: 12 اء4| 
-مفتوحًا إلى اليمين إذا 1 
كان الحد التربيعي هو /1» عين الرأس والبؤرة ومحور التماثل والدليل» والوتر البؤري» ثم ارسم منحنى يمر + الي 
ع ع 2 5 > 1 
وكانت 6<0: بالرأس ويمتد مارًّا بنهايتي الوتر البؤري. يجب أن يكون المنحنى متماثلا حول 1 
-مفتوحًا إلى اليسار إذا التماثا . عد 1ا4 4-| 8- 
كان الحد التربيعي هو /1» ا لتك د 0 
وكانت 0 >6. 776-59 | 1 
: 
1 
1 
50 4 
تحقق من فهمك 


رسم الوتر البؤري 
لوسم الؤكر ا لبؤري في 8 42 - + - (3 + )8 8 1(2 + ي/) - (6 +26 
المثال 1) ارسم قطعة 


مستقيمة طولها 12 وحدة» 
وتمر بالبورة التي تقع في 
منتصفها؛ وتكون عمودية 


م مثال 2 من وافع الحياة خصائص القطع المكافئْ 


طافة شمسية : ياكون محف شمن من مراة مقطنها العرضي على شكل 
رسي يو “دء حيث /1 #بالاصارء زتعمل المراة على 
تر شعة الشمس على مستقبل خطي يقع عند بؤرة القطع. أين يقع فع المستقبل 
ار ل ل 

يقع بام لمكيل الخطي عند يؤر القطع المكافية . وبما أن الحد الترببعي هو 
و © موجبء فإن منحنى القطع مفتوح إلى أعلى» وتقع البؤرة عند ( 0 +ع 507 
المعادلة مكتوبة على الصورة القياسية» كما أنْ قيمة كل من ء! , :1 صفر» وبما أن 
وكيك ال#هرياء تستعمل مراياعلى 4 ح-ح م4 فإن 0.76 > م . لذا تقع البؤرة عند (0.76 + 0) أو (0.76 ,0) . 


شكل قطوع مكافتة؛ لتوليد الكهرباء 


من الطاقة الشمسية؛ إذ تعمل المرايا بما أن موقع بؤرة القطع المكافئ الذي يمثل المقطع العرضي هو (0.76 ,0) . 
على تسخين زيت يمر خلال أنابيب تمر | فإن المستقبل الخطي يقع على مسافة 0.76 متر فوق رأس القطع المكافئ. 


عند بؤر هذه القطوع. 


هع تحقق من فهمك 


2 فللك: عد إلى فقرة العاذاك فى رناره الوبق . افترض أنه يمكن تمثيل القطع المكافئ الظاهر في الصورة 
باستعمال المعادلة (6 - /1) 44.8 ح- 32 حيث 5 > 2 > 5- . إذا كانت /1 ,3 بالأقدام» فأين تقع آلة التصوير 


بالنسبة إلى رأس القطع المكافى؟ 


لتحديد خصائص القطع المكافئ تحتاج أحيانًا إلى كتابة معادلته بالصورة القياسية» كما أنك ٍِ ا تيت السفدفة 


لقتسيطياء وقد تستعمل في بعض الحالات مهارات رياضية معينة مثل إكمال المربع ا ل 
وزارة التعليح 
دهن فعنالع عه بمأكاصأالطا 
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كتابة معادلة القطع المكافىّ على الصورة القياسية 
اكتب المعادلة 6 + :32 + 1 ح /# على الصورة القياسية للقطع المكافى. ثم حدّد خصائص القطع المكافئ» 


ومثّل منحناه بيانيًا. 
326 حك 2ك -1 المعادلة الأصلية 
6+ 120 - 2ن للك د ير أخرج - عامل مشتركًا من حدود » 
6 +36 - 36 + 12 - 2م ل د ين أفمل الفزيد 
6 +36+9 +12 - 2م ل د ين 9و-30-)12- 
5+ 62 - مط د ير 0 


2 - *) ح (15 - 1) 4- اطرح15 من الطرفين: ثم اضرب في العدد (4-) 
وهذه هي الصورة القياسية للقطع المكافئ» وبما أن الحد التربيعي هو :» و 1- - 0. فإن المنحنى مفتوح إلى 
أسفل. استعمل الصورة القياسية للقطع المكافئ لتحدّد خصائصه 
الرأس: (6,15) 0,10 الدليل: 6 - 1 م -2 ددن 
البؤرة: (6,14) 2 0 +1ص1) محور التماثل: 6 - 2 2-2-7 
طول الوتر البؤري: 4 ]ء4| 


عيّن الرأس والبؤرة ومحور التمائل والدليل» والوتر البؤري» ثم ارسم منحنى يمر 


التماثل. 
أهْ تحققق من فهمك : 


ظ 8 7- 3 + ريه - 122 8 122 ح 15 + 6 + 3172 


معادلات القطوع المكافتة: يمكن استعمال خصائص معينة لتحديد معادلة القطع المكافى. 
كتابة معادلة القطع المكافى بمعلومية بعض خصائصه 
اكتب معادلة القطع المكافئ الذي يحقق الخصائص المعطاة في كل مما يأتي, ثم مثّل منحناه بيانيًا: 


8) البؤرة (4 - ,3) والرأس (4- ,1) . 


بما أن البؤرة والرأس مشتركان في الإحدائي /1» فإن المنحنى مفتوح أفقا؛ لذا فالبؤرة هي (1 ,© + 77) » 
وتكون قيمة © هي 2 - 1 - 3 . وبما أن © موجبة فإن المنحنى مفتوح إلى اليمين» ويمكدك تحديد اتحاة 
فتحة القطع. وإيجاد قيمة © من التمثيل البياني مباشرة. 

اكتب معادلة القطع المكافئ على الصورة القياسية باستعمال قيم 1 ,© ,11 . 


الاتجاه 

إذا اشترك الرأس والبؤرة 

في الإحداثي :1 : فإن منحنى 
القطع المكافئ يكون مفتوحًا 


إلى أعلى أو إلى أسفل. أما 
إذا اشترك الرأس والبؤرة في 


الإحداثي /1 فإن المنحنى 7 37 
يكون مفتوحًا إلى اليمين أو (1- م4 - كل - ر) الصورة القياسية 1 
إلى اليسار. 2 ! 
)1 - )42 - [(4-) 2 1 11-4 2,12دخع م« | 12 | 8 4 
2 5 عاتم 
)1 - وك 2 )4 3 00 بسط 171,4 ١‏ 
أي أن الصورة القياسية للمعادلة هي (1 - :)8 - 4(2 + /) . 022 ع ج11 
7 ل الى الا ساي" <ات ١‏ 
مثل بيانيًا الرأس والبؤرة ومحور التماثل والوتر البؤري» * ثم ارسم ل ١‏ : 
منحنى يمر بالرأس ويمتد مارًا بنهايتي الوتر البؤري . يجب أن يكون وزارة التعليم 
١‏ كما التما دهن فعنالع عه بمأكاصأالطا 
اطع ااا حرلسغرر النجائن. 3 - 2021 
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) الرأس (4 ,2-) والدليل 1 ح /, 

الدليل بما أن الدليل مستقيم أفقيا فإن المنحنى مفتوح رسا .وما أن الدليل يقع تحت الرأسء فإن المنحنى مفتوح 
يقع الدليل في الاتجاه إلى أعلى. 

المعاكس لاتجاه منحنى 


القطع المكافئ. استعمل معادلة الدليل لتجد © . 


© - / ح /1 2 معادلةالدليل 
1-4-0 4-غ1,6-<ن1 
0 - ع 3- اطرح4 منالطرفين. 
© - 203 اقسم كلا الطرفين على 1- . 
عوّض قيم © ,1,1 في الصورة القياسية لمعادلة القطع المكافئ. 
- )م4 - 1(2 - )2 الصورةالقياسية 
4 -4)3()1 - 2([2-) د ع] قح ء,4 عع ,م در 
(4 )12 - 225 + من) 37 


طول الوتر البؤري يساوي 12 ح |3 ع 4| > |46|» والتمثيل البياني كما في 
الشكل المجاور. 


البؤرة (2,1) والمنحنى مفتوح إلى اليسار ويمر بالنقطة (5 ,2) . 


بما أن المنحنى مفتوح إلى اليسارء لذا فالبؤرة هي (/ ,0 + #) > (1 ,2)» والرأس (/,:/) هو 
(1 ,© - 2)؛ لذا استعمل الصورة القياسية لمعادلة القطع المكافئ والنقطة (5 ,2) لتجد ©. 


ق34 


ييتخنيو 


(7 - )ع4 ع 2(/ - /1) الصورة القياسية 
[0 -2) -2ز]ء4 12 -65) قدون, 2 ,1-2-1-1 


(42)0 ع 16 بسّط 
2 -4 بسّط 4 1 
ا 
26 2ك خَد الجذر التربيعي لكلا الطرفين (2,5) 1 
5 5 000 . 50 01 1م 
يدان الماعي متتوع إلى البمار» إن كيم ريكب زكرن سالب لذاقإن -- ب 
2- -ح ». والرأس هو (1 ,4). 7 
4 -8)2- -12-ن) ' 8 
طول الوتر البؤري يساوي 8 > |(2-) < 4| - |46|ء والتمثيل البياني كما في . 
الشكل المجاور. 
تحقق من فهمك 


8) البؤرة (2 ,6-) والرأس (1-,6-) 

48) الرأس (2- ,9) والدليل 12 ع ير 

46) البؤرة (4- ,3-) » والمنحنى مفتوح إلى أسفل» ويمر بالنقطة (10- ,5) . 
2) البؤرة (1,5-) » والمنحنى مفتوح إلى اليمين» ويمر بالنقطة (7- ,8) . 


يمكن رسم مماس لمنحنى القطع المكافئ عند أي نقطة عليه» وستدرس لاحم 
كيفية تحديد معادلة مماس المنحنى باستعمال التفاضل. ويمكن إيجاد معادلة 
المماس للقطع المكافئ دون استعمال التفاضل. 
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مماس متحنى القطع المكافئ 


مماس القطع المكافيئّ عند النقطة 7 المغايرة لرأسه هو مستقيم 


معادلة مماس متنحتى 
القطع المكافئ عند الرأس 
- إذا كان المنحنى مفتوحًا 
أفقيّاء فإن معادئة المما 5 
8 * القطعة المستقيمة الواصلة بين ”1 والبؤرة هي أحد الضلعين 
المتطابقين. 


٠‏ القطعة المستقيمة الواصلة بين البؤرة ونقطة تقاطع المماس 
مع محور التمائثل هي الضلع الثاني. 


عند رأس القطع هي: 
لحف 


- إذا كان المنحنى مفتوحًا 
رأسيًاء فإن معادلة 
المماس عند رأس القطع 
هي: | - 1 


كتابة معادلة مماس منحنى القطع المكافئّ 
اكتب معادلة مماس منحنى القطع المكافئ 3 + 1/2 ح :< عند النقطة (2 ,1”)7. 
الخطوة الأولى: أوجد إحداثيات الرأس ثم البؤرة. 


المنحنى مفتوح أفقيا 
2+3 م المعادلة الأصلية 
2 - ,) > (3 - )1 الصورة القياسية 


بما أن 1 ح ع4 فإن 0.25 ح ء . ويكون الرأس (0 ,3)» والبؤرة (0 ,3.25) . 
الخطوة الثانية : أوجد 4 (وهي المسافة بين البؤرة 1» ونقطة التماس 7) 


1 
(2)7,2 
هر 2 7 
50 و اعد 55 7 0 
0 4 7 (18)3.25,0 
حيث 4 تمثل طول أحد أضلاع المثلث المتطابق الضلعين. 
72 - ول) + 02 - ري *) ١/‏ - 4 ضبق الفشافة 
2 - 2) + 3.25(2 - 1/7 - (0 ,8.25) > (رية ,و و (7,2) ح (ولا رونت 
5 - بسّط 


الخطوة الثالثة: أوجد 4 (وهي نقطة نهاية الضلع الآخر للمثلث المتطابق الضلعين» وتقع على محور التماثل) 
بما أن 4.25 -4» وإحداثيات البؤرة هي (3.25,0) » والنقطة 4 تقع على محور التماثل» فإن الإحداثي < لها يقل عن 
الإحدائى + للبؤرة بمقدار4.25؛ والإحدائى /1 لها هو نفس الإحداثى/1 للبؤرة» لذا(1,0-) - (4.25,0- 3.25) - 4 . 
الخطوة الرابعة: أوجد معادلة المماس. 

تقع النقطتان ”17 ,4 على مماس منحنى القطع المكافئ. 

1 لجشب دس صبحة اميق 

95 7-)-1( 4 

(,عد - )11 ح ,1 - /1 معادلة مستقيم بمعلومية الميل ونقطة 


1 1 
(0-7)س - 2 - زر 7 -2,21 ح رخ ح 111 


1-2 خاصية التوزيع 
جنا اجمع 2 إلى الطرفين 

0 5 00 لاا 1 8 ّ.6ه 
إذن معادلة المماس لمنحنى 3 + 1/2 > :عند النقطة (2 ,7) هي + + + - / . انظرا لتك 4.,1: : 5ه 


الشكل 4.1.1 


هك تحقق من فهمك وزارة التعليم 


2 
5 نه 2 5 8 14 ل - مه نمع نالع عه بمأكتاص ألا 
5) 1,8-) رز + تيه - رر) لصيل كوكم 73 - 2021 
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تدد نحل ا 00119999 


حدّد خصائص القطع المكافئ المعطاة معادلته في كل مما يأتي» ثم مثّل 

منحناه بيانيًا: (مثال 1) 

1) 12-7 -3(2 -من) 2 (12)0-6- - 12 من 

6 (2 +202 -42 -دين) ‏ 4) 9(2-)- (4 + :)م4 

5) (2402-1 -5(2 + ن) 

7 لوح تزلج: صمّم بدر لوح تزْلّج مقطعه العرضي على شكل قطع 
مكافئ معادلته (2 - /8)1 ح 1:2 حيث /1 ,3 بالأقدام. احسب 
المسافة بين بؤرة القطع المكافئ ودليله؟ (مثال 2) 


66 8(2 + 2) ع (2+ 7ن4)0- 


قوارب: يُبحر قارب في الماء تاركًا وراءه أثرًا على 
شكل قطع مكافئ يلتقي رأسه مع نهاية القارب. ويمسك 
متزحلق يقف على لوح خشبي عند بؤرة القطع بحبل مثبت 
في القارب. ويمكن تمثيل القطع المكافئ الناتج عن أثر 
القارب بالمعادلة 0 - 565 + 101 + :180 - 1/2 حيث 
/ ,2 بالأقدام. (مثال 3) 


8) اكتب معادلة القطع المكافئ على الصورة القياسية. 

«) ماطول الحبل الذي يمسك به المتزحلق؟ 
اكتب كل معادلة مما يأتي على الصورة القياسية للقطع المكافئ ثم حدّد 
خصائصه ومثل منحناه بيانيّ: (مثال 3) 
09 39 + ي8 - 17 - 2م 0 82-23 -33 +72 
1) 727 ح 72 + 3:2 12) 100 + 372 - 80 - 60 


13) 6 -127- يرح 2-33 14) :20 - 16 - 202 - 72- 


اكتب معادلة القطع المكافئ الذي يحقق الخصائص المعطاة في كل مما يأني: 


رمثال 4) 

15) البؤرة (7- ,9-) والرأس (4- ,9-). 

6) البؤرة (3,3) والمنحنى مفتوح إلى أعلى؛ ويمر بالنقطة (23,18). 
7) البؤرة (1- ,2) والرأس (1- ,4-). 
١:‏ 


8) البؤرة (4 ,11) والمنحنى مفتوح إلى اليمين» ويمر بالنقطة (20,16). 


9) البؤرة (2- ,3-). والرأس (2- ,1). 


0) المنحنى مفتوح رأسيًا ويمر بالنقاط 
(5- ,6) ,(2- ,0) ,(14- ,12-). 


21) البؤرة (4 ,3-)» والرأس (3,2-). 


2) الرأس (3,2-).: محور التماثل 2 -/1» طول الوتر البؤري 8 وحدات. 


8 الفصل4 القطوعالمخروطية 


3) عمارة: أنشئت قنطرة على شكل قطع مكافئ فوق بوابة سور» بحيث 
ارتكزت فوق عمودين. وثبّت مصباح عند بؤرة القطع. (مثال 4) 


8) اكتب معادلة القطع المكافئ. افترض أن مستوى الأرض هو 
المحور :1 والعمود الأيسر ينطبق على المحور /. 
م مثل منحنى القطع المكافئ بيانيا. 
اكتب معادلة مماس منحنى كل قطع مكافئ مما يأتي عند النقطة المعطاة: 
(مثال 5) 
4 (5- ,ق)ر (3 - ي)- -7(2 + به) 
5) (24,2): 4 - مج د دن 


6) (0,14): (2 -ن)3 ح 6(2 + من 
37) (5ك ,5(2:)0 + ) ع ع4 


حدّد اتجاه فتحة منحنى القطع المكافئ في كل حالة مما يأتي: 

8) الدليل 4 - ,1 وَ2- -< 0 

9) المعادلة هي (6 - 8)2- - 1/2 

0) الرأس (5,1-) والبؤرة (5,3-) 

1 البؤرة (7,10) والدليل 1 - 2 

2) جسور: يأخذ القوس أسفل الجسر شكل قطع مكافئ. وتبلغ المسافة 
بين البرجين الواقعين على طرفي القوس 16 208 , وارتفاع كل منهما 
+5 80. وتبلغ المسافة من قمة القوس إلى سطح الماء 46 60. 


محا جد 
)- صر ا 


8) اكتب معادلة تمثل شكل القوس مفترضًا أن مسار الطريق على 
الجسر يمثل المحور :» والمحور المار بقمة القوس والعمودي 
على المحور :هو المحور /1. 5 ؟ 
«) توجد دعامتان رأسيتان للقوس تبعدان المسافة تفسْها عن رأس 
القوس كما هو موضح في الشكل. أوجد طول كاوزلهةا إقل_ ليح 
كانت المسافة بينهما غ1 856.4. صمعمعنلع عه ومأاكأطتيا 
3 - 2021 


اكتب معادلة القطع المكافئ الذي بؤرته . في كلّ مما يأني: 


5) ايه تمثيلات متعددة: ستكشف في هذه المسألة تغير شكل 

القطع المكافئ تبعًا لتغير موقع البؤرة. 

3) هندسيًا: أوجد البعد بين الرأس والبؤرة لكل قطع مكافئ 
)2 -ع)4- 2ن 1) (8)2-2 - 72 1ل (16)2-2- 2ن 

) بيانيئا: مثّل منحنى كل قطع مكافئ في الفرع © بياني 
باستعمال لون مختلف لكل منها. ثم عيّن بؤرة كل منها. 

» لفظيًاه صف العلاقة بين شكل القطع المكافئ والمسافة بين 
الرأس والبؤرة. 

4) تحليليًاه اكتب معادلة قطع مكافئ يشترك في الرأس مع 
القطع المكافئ الذي معادلته (7 + /[)20 - 1(5 + :3) ولكنه 
أقل اتساعًا. 

©) تحليليًا كوّن تخميئًا حول منحنى كل قطع مكافئ مما يأتي: 
(1+)5 - 2ع,(1 +12)1-- 2ن ,(2)7+1- عشعر 
ثم تحقق من تخمينك بتمثيل منحنى كل منها بيانًا. 


مسائل مهارات التغكير العليا 


6) اكتشف الخطأ: مثلت صفيّة وميمونة المنحنى 
0 - 9+ ريك - بد6 + 2 بيانيا كما هو موضح أدناه. 
فأي التمثيلين صحيح؟ فسّر تبريرك. 


قبة بموتة 


)-3,-1( 


00 


7 تبرير: أي النقاط على منحنى القطع المكافئ هي الأقرب إلى 
البؤرة. فسّر تبريرك. 


8) تبرير: حدّد دون استعمال الرسم أي أرباع المستوى الإحداثي 
لا توجد فيه نقاط يمر بها منحنى القطع (2 + )8- - 5(5 - /) . 
فسّر تبريرك. 


9) تحدُ: تُعطى مساحة المقطع 
المظلل في الشكل المجاور بالمعادلة 
وعد - 4 . أوجد معادلة القطع 
المكافئ إذا كانت مساحة المقطع 
4 وحدة مربعة» وعرضه (/1 2) 
يساوي 3 وحدات. 


0) إكتب: اشرح كيف تحدد اتجاه فتحة منحنى القطع المكافئ إذا 
أعطيت إحداثيات بؤرته ورأسه. 


أوجد قيمة كل عبارة مما يأتى: (الدرس 2-5) 


1 4 ورعه1 2) “16 يعه1 3) “27 وع10 
خُلَّ كل معادلة أو متباينة مما يأني» ثم تحقق من صحة حلك. 
(الدرسان 2-8 ,3-3) 

2-1 1-7 

2 عه 32-1 
4هم) 2 (2) 1-2-*2ق 
5 7-3 - 6)وع10+ («-) وع10 
6 3- > بدوع10 
47) أوجد كلا مما يأتى إذا كان: (الدرس 1-1) 

1 .عد 
16 د ريك 
) (3-)/ 


ه) (د6)ءا 

©) 7010-20 
8) إذا كان ل 
في الربع الأول. (الدرس 5-1) 


-6 وم © ملوء فأوجد6 5م» + © تتزوء حيث 6 زاوية 


3 1 


3 5 - ع و ره 

49) إذا كان 1 عددا موجباء فإن 1 تساوف 
ش ٍِ 
ا 3 

ير #25 8 3لا 226 0 ترل0نا 
0) ما الدالة الرئيسة (الأم) للدالة الموضح 

منحناها جانبًا؟ 

لكر 9 

8 إع«ادين :2 - 

0 لبرت عه 


إقانيةاة بع اكنتض نالا 
3 - 2021 
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درست تحليل القطوع 
المكافئة وتمشلها سافنا 
(الدرس4-1) 


روا لازن : 

» أحتل معادلات القطوع 
الناقصة والدوائر: 
وأمَنُهما بيانيًا. 

" أكتب معادلاتالقطوع 
الناقصة والدوائر. 

[المفرداات: 

القطع الناقص 

عكم اا 

البؤرتان 

100 

المحور الأكبر 

كاه 103[01 

المركز 

امع 

المحور الأصغر 

5 1101أما 

اتراسآن 

5ع لاعلا 

الرأسان المرافقان 

165]ع - 60 

الاختلاف المركزي 

نك الرتككك 


رابط الدرس الرقمي 


لقطوء الناقصة والدوائر 
0 دعكم[ااع 


000 0 


الماذة 
يدور كوكب عطارد كبقية كواكب المجموعة الشمسية في مدار ليس 
دائريًا تمامًا حول الشمسء ويبعد عنها مسافة 43.4 مليون ميل في أبعد 


نقطة» و 28.5 مليون ميل في أقرب نقطة» ويأخذ مداره شكلًا إهليليجيًا 
يسمى قطعًا ناقصًا. 


الارض” 


تايل تقلع الفاقص والدااقرة وتمتيلهها بيافكا الصصصي اليد ا اسه 
عمليًا يمكتك رسم منحنى القطع الناقص بتثبيت اح ف ليت طرفي خيط عند البورين. ثم تحريك قلم بمحاة الخيط بعد 


شده كما في الشكل أنه مجموع بدي أي نقة على ل منحنى القطع الناقص عن البؤرتين يساوي مقدارًا ثابتّاء أي أن 


تُسمّى القطعة المستقيمة التي تحوي البؤرتين» والتي نهايتاها على منحنى الراه اق وى با 
القطع الناقص المحور الأكبر وهو محور تماثل للقطع» وتسمى نقطة ْ 
منتصف المحور الأكبر المركز. أمّا القطعة المستقيمة التي تمر بالمركزء : 5 
ونهايتاها على المنحنى؛ والمتعامدة مع المحور الأكبر» ف فتسمى المحور الرأس الرأس 


ه455 تسمى نهاينا المحور الأكبر [/808[3 بينما تسمىّ نهايتا المحور كن 


المحورالاصة 
الأصغر الرأسين المرافقين. 00 الرأس المرافق 


مركز القطع الناقص هو نقطة المنتصف لكل من المحور الأكبر والمحور الأصغر. لذا فالقطعتان من المركز إلى كل رأس 
متساويتا الطولء والقطعتان من المركز إلى الرأسين المرافقين متساويتا الطول أيضّاء وليكن البعد بين كل رأس والمركز 
يساوي 4 وحدة» والبعد بين المركز وكل رأس مرافق يساوي ا وحدة؛ والبعد بين المركز وكل بؤرة يساوي © وحدة. 
وفيما يلي توضيحٌ للعلاقة بين © ,ط به 

70 2 ع رار و1 7ك ك2 رتل 7ك 6ر2 2 0 2) 
فإن 112 2 11ر7 . ويمكننا استعمال تعريف القطع الناقص؛ 
لإيجاد طولى وآ , رآ بدلالة الأطوال © ,8 ,4 . 


ولو7 + روطو ع ورا + لما 
وخو7 + وظلو7 ع ورم + روما 
ولو ع ولروك/ا ع لوكلا 
6 -ح ولول + لما 
8 ع رول ع رركا 
2 -ح رط 2017 
2 ح روكلا 


بما أن ه - ير7» و121170ك قائم الزاوية» فإن 22 - 42 -ح 2 بحسب نظرية فيثاغورس. 


0 الفصل4 القطوعالمخروطية 


الاظ 10:03 6/12/19 


تعريف القطع الناقص 
و7 2ت طلو[17 


و77 ع رولا + وليك1 


2 - 1/17 
اف ب اانا ©06 ...6 
5 © ©ه. 5000 .© © 
بسط 2211 
لت عه 5 
2 وزارة التعليح 
دهن معنالع عه بمأكاصذالطا 
3 - 2021 


180-187.1000 0 


الصورة القياسية لمعادلة القطع الناقص: (/1, عد)م. 
افترض أن (/1 1170 اقطة علي ميدي القطع الناقص الدى مركره 
9 0 ومحوره الأكبر أفقي» وإحداثيات بؤرتيه ورؤوسه موضحة في ,م + ) ,هن 


الشكل المجاور. وباستعمال تعريف القطع الناقصء فإن مجموع بعدي 9[ ١‏ “0ه ماع 
الى ققطة على المح عن البؤرقين ثايتة لذافإن 20 - وعم + زعم 0ا+ ايم 


0 ح و27 + رنام تعريف القطع الناقص 


6 - 02 - ي) + 2[ + ) - م]/إة + 02 - ين) + 2[ - [) - +ن]// 2 صيغةالمسافة 
- 2 - ر) + 2[ - (1 ح عن)] أو + 2 - ن) + 2[ + 1 - مم)] خاصية التوزيع ثم التجميع 
2- ي) + 2[ + و1 - مم)]/ة - م2 - 2( - يه) + 2[ - (1 - م)]/؟ اطرح 
+ 02 - ين) + 2[ + ناح عن)] دم4 - 2و4 - 02 - ر) + ثم + 1 - م)ء2 - 172 عن ربّع الطرفين؛ ثم أوجد مفكوك مربع 
72 - ير) + 2ع + (ن1 - )ع2 + 172 - عن) مجموع (أو الفرق) بين حدين 
(1- )م4 + 2م4 - 02 - ي) + 2[ + (1 - م)] امه 5 
(1- عه + 2م > 02 - رن) + 2[ + (1 - ته)] جه اقسم كلا الطرفين على 4 
2 - مرا + (ط - بر)ء 202 + 4م - [2( - ,) + ثم + (رز - )م2 + 12(2 - 2ن) ]222 ريّع الطرفين 
7 - عروات سل (1[ حا مو)ع 202 + خم - 2(] - )2م + 32م + (ر[ - عو)ع207 + 11(2 - :7)3 0 خاصية التوزيع 


2 - كم - 12 - )2م + 172 - م2 - 172 - )2م فشك 
2 - 2( - )2م + 12 - )62 2 2 - مم 
112 2)__- 
2-1 4-8 35 لاست اقسم الطرفين على 6252 

0 02 

6-705 07-7 00000 5 000 

0 2 تو رن 

2 . 


0 0 ا - 2 
0 


المحور الأكبر عندها أفقيّاه وفي الصورة القياسية 1 - يكون المحور الأكبر رأسيًا. 


خصائص القطع الناقص 


المعادئة في الصورة القياسية : المعادلة في الصورة القياسية : 
“1 و تب “4-8 12- 
الحلاي طحم 1 عقي 0 


- 1 


البعد البؤري و17 

المسافة بين البؤرتين تسمى 0 

البعد البؤري. الاتجاه: المحور الأكبر أفقى الاتجاه: المحور الأكبر راسي 

لرسم القطع الناقص نعين المركز: (1,1) 1 المركز: (1,() 

تلطا ماهد وحتي التي تبعد البؤرتان: (1 0 + 11) البؤرتان: © 2 ع1 ,11) 

مسافة 2 أعلى وأسفل كل من الرأساق: © رمع ي) الرأسان : (0 عد ع1 ,71) 
الرأسان المرافقان: (6 + 1 ,:1) الرأسان المرافقان: (1 ,6 + :/) 
5 الأكبر: / - 1 وطوله - 24 المحور الأكبر: 2-7 وطوله - 20 
المحور الأصغر: 7 - 2 وطوله - 217 المحور الأصغر: / - 7 و قلوله - 021 :ع 
العلاقة بيخ رارع 62 نع د تقوو العلاقة بين ع م © 83 يك فوأو 


توا[ 2 - 2ه إن نرت ال 


طول البعد البؤري: 200 طول البعد البؤري: 26 صملعامعنلع عه زاماكادا 


الدرس 4-2 القطوع الناقصة والدوائر ‏ 181 


تحديد خصائص القطع الناقص وتمثيل منحناه بيانيًا 


إتجاه القطع الناقص ل 0 ا 5 590 ع يذ عا قاد 
إذا كان 1/(2 يه متنسومًا حدد خصائص القطع الناقص المعطاة معادلته في كل مما يأتي» ثم مثل منحناه بيانيا: 
على 42 في الصورة القياسية 52000 13 *و ع 
لمعادلة القطع الناقص,ء 90000 36 
فإن المحور الأكبر يكون المعادلة مكتوبة على الصورة القياسية» حيث 
كعد 0# 5 8 2 
أفقياء أها إذا كان 1/107 3 -27/: - 9- 1/36 - ع رة - ١/9‏ - زا ر6 - 1/36 - م,1- 2 )] ر3 12 . 
مقسوما على 4 فإن المحور ا 8 5 
الأكبر يكون رأسيًاء حيث استعمل هذه القيم؛ لتحديد خصائص القطع الناقص. 
2 < 2ه دائمًا. الاتجاه: أفقى 2- 2) مقسومًا على 42 
المركزة (31-,3) 2 
البؤرتان: (1-,31/3 + 3) 9 + ) 
الرأسان: (31-,3-) و (1- ,9) 2 ,م + 
الرأسان المرافقان: (4- ,3) و(3,2) (0 عع ,:1) 
المحور الأكبر: 1- حك وطوله 12 1 - 1؛ طول المحور الأكبر 20 
المحور الأصغر: 3 -2» وطوله 6 7 - 3؛ طول المحور الأصغر 21 


عين المركز والرؤوس والبؤرتين والمحورين ثم ارسم منحنى يمر بالرؤوس 
ويكون متماثلا حول المحورين الأكبر والأصغر. 


)١‏ 0 - 24 + ره + 24 - 2ن + 2يه4 
اكتب المعادلة على الصورة القياسية أولًا. 


0 - 24 س ريه + :24 - 2ن + 2يي4 المعادلة الأصلية 
4 - (ريه + 2ن) + 24 - 2ري) جمّع الحدود المتشابهة 
4 ح (ري4ك + 72) + دم - 2ير)4 حلل 
4 + (4)9 + 24- ح (4 + ريك + 2ن) + (9 + زم 4)22 كمّل المربعين 
6 - 22 + ن) + 3(2 - :)4 حل وبسّط 
1- 0 ام 0 3 اقسم الطرفين على 16 
المعادلة الآن مكتوبة على الصورة القياسية» حيث: 
3 - 1/12- 4 - 16/ددم, 2 - ١/4‏ - 4,5 - 16/ة حم., 2- دعارة 12 . 
استعمل هذه القيم لتحديد خصائص القطع الناقص. 
الاتجاه: رأسي 2 - )مقسومًا على 042 
المركز: (2-,3) 011 
البؤرتان: (2/3 + 2سرة) ‏ 0 +ط,ن 
الرأسان: (6-,3) و  )3,2(‏ + ك0 


الرأسان المرافقان: (2- ,6) و (2-,1) ,+ 6) 
المحور الأكبر: 3 -2» وطوله 8 1 ع 2 ؛ طول المحور الأكبر 20 
المحور الأصغر: 2--- 1» وطوله 4 1 ح- /1:؛ طول المحور الأصغر 28 


عيّن المركز والرؤوس والبؤرتين والمحورين» واستعن ببعض النقاط الأخرى 
متماثلا حول المحورين الأكبر والأصغر. 


جد حدعدا هن غيماءك 3 5 
2 3 2 _- . م 6 
وح 00 ا الحم 8 0- 103 رمه عه + تبه , عزارة التعليص 

16 9 دهن معنالع عه بمأكاصأالطا 


2021 - 3 


2 الفصل4 القطوعالمخروطية 


الاتجاه 
إذا كان لرأسي القطع 
الناقص الإحداثي /1 نفسه, 


فإن المحور الأكبر يكون 
أفقياء وإذا كان لهما الإحداثي 
3 نفسه؛ فإن المحور الأكبر 
يكون رأسيًا. 


لكتابة معادلة القطع الناقص على الصورة القياسية» إذا علمت بعض خصائصه. فإنك تحتاج إلى استعمال بعض الصيغ 
الرياضية مثل صيغة نقطة المتتصف. 


كتابة معادلة القطع الناقص إذا عغلمت بعض خصائصه 
اكتب معادلة القطع الناقص الذي يحقق الخصائص المعطاة في كل مما يأتي: 
8) الرأسان (8- ,6-) ,(2 ,6-)ء والرأسان المرافقان (3- ,9-) ,(3- ,3-). 

استعمل المحور الأكبر والمحور الأصغر لتحديد ,4 . 


نصف طول المحور الأكبر نصف طول المحور الأصغر 
مركز القطع الناقص هو منتصف المحور الأكبر . 
ال لت دوور 5221000 
(3-,6-) حت بسّط 


وبما أن الإحداثيين 2 لنهايتي المحور الأكبر متساويان» فإن المحور الأكبر رأسي» ومعادلة القطع الناقص هي: 


2 6 
1- لكايب ا . والتمثيل البياني لمنحناه كما في الشكل 4.2.1 . 


) الرأسان (4 ,6) , (4 ,4 -).ء والبؤرتان (4 ,4) , (4 ,2-) . 
طول المحور الأكبر 2 » وهي المسافة بين الرأسين. 
2 - 4) + 6(2 - 4-)/1 - 24 صيغة المسافة 

6-5 يسشظط 
المسافة بين البؤرتين هي ©22: 
72 -4) + 42 - 2-)/1 - 26 صيغة المسافة 


6-23 حشظ 


أوجد قيمة 8 . 
22-2 دمع العلا قة بين © ,نا ,04 
52-2 -32 3-<عم,5 2م 
4 - ا ينظ 
وبما أن الرأسين على بعدين متساويين من المركز» فإن إحدائبي المركز هما: 
إخجة كنك]) - ورم صيغة نقطة المنتصف 
(1,4) ح بسّط 


وبما أن الإحداثيين /1 لنهايتي المحور الأكبر متساويان» فإن المحور الأكبر أفقي» ومعادلة القطع الناقص هي: 
2 2-_- 
1- الكادي الحم والتمثيل البيانى لمنحناه كما فى الشكل 4.2.2 . 
تحقق من فهماء 
8) البؤرتان (3 ,7-) ,(19,3)» وطول المحور الأكبر 30 وحدة. 
8) الرأسان (8 ,2-) ,(4- ,2-)» وطول المحور الأصغر 10 وحدة. 


الاختلاف المركزي للقطع الناقص هو نسبة © إلى 4. و تقع هذه القيمة دائمًا بين 0 و21 وتحدّد مدى "دائرية" أو 
"اتساع" القطع الناقص. 


الاختلاف المركزي 
10 2و م . 02- -_ 
) كر ص #( 7-31 كر 10 رين 


لأى قطع ناقص 1 - 
ي قط ذافصن 0 4 0 0 
الاختلاف المركزي يُعطى بالصيغة ك ح ء . 
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الشكل 4.2.3 


ع مبهنة من الحياة 


فنيو العيون 
فنيو العيون حاصلون على دبلوم 
متخصصء ويعملون مساعدين لأطباء 
العيون في التشخيص وقياس النظرء 
كما يساعدون في فحوصات أمراض 
العيون. 


تمثل القيمة © المسافة بين إحدى البؤرتين ومركز القطع الناقص. وعندما تقترب البؤرتان كل منهما من الأخرىء فإن 
كلا من قيمتي © ,© تقترب من صفر. وعندما تصل قيمة الاختلاف المركزي إلى صفرء يصبح القطع الناقص دائرة» 
وتكون قيمة كل من 7 ,6 مساوية لطول نصف قطر الدائرة. 


تحديد الاختلاف المركزي للقطع الناقص 


500 5 1 72+ 2م ج) 
حدد الاختلاف المركزي للقطع الناقص 1 - 5 55 0 


أولا: نحدد قيمة © . 


22م 2ع العلاقة بين © , ,4 
1000-9 -2 2-100,52-9م 
1 - م بسشط 
نستعمل قيمتى © , 4 لنجد الاختلاف المركزي. 
عدم صيغة الاختلاف المركزي 
وو د 01لا دم 1/1 دع ,10 هم 
الاختلاف المركزي للقطع الناقص يساوي 5 تقريبا» لذا سيظهر منحنى القطع الناقص متسعًا كما في الشكل 4.3 
تحقق من فهماء 
حدّد الاختلاف المركزي للقطع الناقص المعطاة معادلته في كل مما يأتي: 
255+ تع 72+ 42 -م) 
8 1- 1 ج33 58 1- دل 19 
م مثال 4 من وافع الحياة استعمال الاختلاف المركزي 


بصريات: يمكن تمثيل شكل عين بقطع ناقص ثلاثي الأبعاد. حيث إن الاختلاف المركزي للقطع الناقص الذي 
يمثّل المقطع العرضي المنضّف للعين مارًا بالبؤبؤ يساوي 0.28. فإذا كان عمق العين يساوي 101 25 تقريباء 
فما الارتفاع التقريبي لها؟ 


استعمل الاختلاف المركزي لتحديد قيمة © . 7 4 
عدم تعريف الاختلاف المركزي 
8 0 
2 ح 0.28 12.5- مر0.28 دم 
0 --22 
0-5 أطبرت / 
استعمل قيم 4 و © لتحديد قيمة 8 . 28 
2 2ج - 062 العلاقة بين 4,8,2 
1252-2 - 3.52 35,4-125 دع 
2 - زم بشسط ©80 .ث.هه* 


بما أن قيمة 8 هي 12 فإن ارتفاع العين 28» ويساوي 2430 تقريبًا . ين 
تحقق من فهماك وزارة التعليح 
هن لعنالع ع0 بمأكاصاالطا 


4) الاختلااف المركزي لعين مصابة بقصر النظر هو 0.39 . فإذا كان عمق العين 120112 25 » فما ارتفاعها /,/ 1 - 2021 
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معادلة الدائرة: يمكن التوصل إلى معادلة الدائرة باستعمال الاختلاف المركزي للقطع الناقص. 


1- “دو 5 0-2 معادلة القطع الناقص 
72 7 


2- 102 
عم 6 -ع 4 عندما 0 م6 
م 


2 - 2 -) + 6-1(2) اضرب كلا الطرفين في 47 . 
2و - 2 ,) + 2-1(2) 4 تصف قطر الدائرة 


الصورة القياسية لمعادلة الدائرة 


الصورةالقياسية لمعادلة الدائرة التي مركزها (»/ ,1) ونصف قطرها 1 هي: 
02-2 -ن) +7102-م) 


يمكنك استعمال الصورة القياسية لمعادلة الدائرة لكتابة معادلة دائرة إذا علمت المركز ونصف القطر. 


كتاية معادلة دائرة مركزها وقطرها معلومان 


اكتب معادلة الدائرة التى مركزها (2 ,1-) وقطرها 8 . 


2 - 02 دن) + 1(2- من الصوورة القياسية لمعادلة الداكرة 
2 - 22 د ي) + 1((2-) مم ١‏ 4- ش-,,1,2-) - 1,10 
22-6 -ن) +1(2 +6 0 بشط 

تاعطق بين ييا 


| 8) المركز (0 ,0)» ونصف القطر 3 8 المركز (5,0)» والقطر 10 


كتابية معادئة دائرة طرفا قطر فيها معلومان 


اكتب معادلة الدائرة إذا كان طرفا قطر فيها (8- ,1-) ,(6 ,7 . 


الخطوة 1: أوجد المركز. 
الجا ,]د ,م سدس ستصد 
لك كد 7 ل 1 5 (9س راك) ح (ولورينها ,(6 ,7) ح (ر/ رين 
د سه 
(1-,3) ح- 2 
الخطوة 2: أوجد طول نصف القطر. 
72 - ر) + 2( - ث,)/1 ح م صيغة المسافة بين نقطتين 
2 -1-) ل 72 - 1/)3 ع ١‏ (1حرة) ع (ر/1 روه ,(6 ,7) ع (ر/1 ,يه 
2) + 4(2-)/17 - اطرح 
65 -ح ‏ بسْط 
إن طول نصف القطر للدائرة هو 1/65 وحدة: لذا فإن 65 -72 . عوّض عن 72,/, 1 فى الصورة القياسية 
لمعادلة الدائرة لتجد أن معادلة الدائرة هي 65 - 1(2 + ن[) + 3(2 - :). 221 


هه ا همومه 


تحقق من فهمك ١‏ 
ِ و اا وزارة التعليح 
6 أوجد معادلة دائرة» إذا كان طرفا قطر فيها )5 1( ,(3- ,0 مه نمع نالع عه بمأكتاص ألا 
3 - 2021 
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خخ 0 


بحلة خضائضن القطع الناقص المعطاة معادلته في كل مما يأتي» فومئل 
منحناه بيانيًا. (رمثال 1) 
2+2 

9 
01+ 7 

1 4 


2 


+ 42 
9 


3 0 ع 49 + ي36 + 142 - 9072 + 2 
4 2776-0 + 127 - ج64 - 2ن + 2ي4 


-1 © 


اكتب معادلة القطع الناقص الذي يحقق 
رمثال 2) 
5) الرأسان (3- ,13) ,(3- ,7-)» والبؤرتان (3- ,11) ,(3- ,5-) 
6) الرأسان (9- ,4) ,(3 ,4) » وطول المحور الأصغر 8 وحدات. 
7 إحداثيات نهايتى المحور الأكبر (2 ,1) ,(2 ,13-)» 

وإحداثيات نهايتي المحور الأصغر (0 ,6-) ,(4 ,6-) . 
8 البؤرتان (3- ,6-) ,(6,9-) » وطول المحور الأكبر 20 وحدة. 
9 الرأسان المرافقان (3,7-) ,(13,7-) » وطول المحور الأكبر 


66 وحدة. 
حدّد الاختلاف المركزي للقطع الناقص المعطاة معادلته في كل ما يأني: 
(مثال 3) 7 5 
00 1- --- اخ 
2.-- 550 
10ت اي انشكة 
2312 2 
02 1- اي نطقت 
7 2 
35) 1- لح ا 
4) سباق: يوض ضح الشكل 
0 
شكل قطع ناقص اختلافه 
المركزي 0.75. (مثال 4) 


8) ما أقصى عرض 77 لمضمار السباق؟ 


9) اكتب معادلة القطع الناقص إذا كانت نقطة الأصل هي مركز 
المضمار. 


اكتب معادلة الدائرة التي 7 
مثل منحناها بيانيًا. (مثال 5) 
15) المركز (3,0)» و نصف القطر 2. 
6) المركز (3- ,4-)»ء والقطر 12 . 
7) المركز هو نقطة الأصل» ونصف القطر 7 . 


تحقّق الخصائص المعطاة في كل مما يأتي؛ ثم 
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الخصائص المعطاة في كل مما يأتي: 


اكتب معادلة الدائرة المعطى طرفا قطر فيها في كل مما يأتي: (مثال 6) 

)2,1( ,)2, -4( )8 

9) (10- ي4) , (10- ,4-) 

0 (9-,2-), 7 ر5) 

)-6, 4 , )4, 8( )21 

2) معادلات: استنتج الصورة العامة لمعادلة القطع الناقص الذي 
محوره الأكبر رأسي» ومركزه نقطة الأصل. 


3) بالرجوع إلى فقرة "لماذا؟" في بداية 


8) أوجد طول المحور الأصغر لمدار 
كوكب عطارد. 

0) أوجد الاختلاف المركزي للمدار. 
أوجد المركز والبؤرتين والرأسين لكل قطع 
ناقص مما يأتي: 

+ 2 + من 


ا 0 


5) 0 - 100-116 + 251:2 + 18 - 9172 
26) 0ح 975 - 130 + 16172 + ثير65 
7) شاحنات: تستعمل فى شاحنات نقل السوائل خزانات مقطعها 
العرضي على شكل قطع ناقص؛ لأنها أكثر ثبانًا من الخزانات 
الأسطوانية» ويكون السائل فيها أقل حركة. 
لحجصسغق6.8 -_ لها 


أن 


غ1 4.2 


8) ارسم المقطع العرضي لخزان الشاحنة أعلاه على مستوى إحداثي. 
) اكتب معادلة تمثل شكل المقطع العرضي للخزان. 
©) أوجد الاختلاف المركزي للقطع الناقص الذي يمثّل المقطع 
العرضي للخزان. 

اكتب معادلة القطع الناقص الذي يحقرّ يحلق الخصائص السظاة في كل مماباتي! 

8) الرأسان (0 ,10) ,(0 ,10-) والاختلاف المركزي 5 

9) الرأسان المرافقان (1 ,6) ,(1 01 والاساطة زكري ؟ :2 

0 المركز (4- ,2 ' 3ع 4د رم 

) المركز( ) وإحدى البؤرتين (210/5 + ( ايك التي 


قلا مها أمعسلع )6ه 0أد أ دايا 


2021 - 3 1 


31 الوتر البؤري للقطع الناقص 
هو قطعة مستقيمة تمر بإحدى 
البؤرتين» وتعامد المحور 
الأكبر» ويقع طرفاها على 
منحنى القطع. ويساوي 

2 
ليا 22 ود ةسيك 8 
الت جر السو اليه 
نصف طول المحور الأصغر. 
اكتب معادلة قطع ناقص أفقي مركزه (2 ,3) » وطول محوره الأكبر 
6 وحدة. وطول وتره البؤري 12 وحدة. 

2) هندسة: تتقاطع المستقيمات 
7 -ح 7 - نيك ,7 - ص3 + :2 ,3- ح 5 - :« لتشكّل مثلثًا. 
اكتب معادلة الدائرة التى تمر برؤوس المثلث. 


الوترالبؤري 
حلمم 


اكتب الصورة القياسية لمعادلة الدائرة التى تمر بالنقاط المعطاة فى كل 
مما يأتى: 


)1,-11(,)-3,-7(,)5,-7( )4 )2,3(, )8,3(, )5,6( 3 


)0,9(, )0,3(,)-3,6( )55 


مسائل مهارات التفكير العليا 


7 اكتشف الخطأ: مثَّل خالد وياسر بيانيا القطع الناقص الذي مركزه 
(1,3-). وطول محوره الأكبر 8 وحدات» وطول محوره الأصغر 
4 وحدات. كما في الشكلين أدناه. هل إجابة أي منهما صحيحة؟ 


)7, 4(, )-1,12(, )-9, 4( 6 


8) تبيرير: حدّد ما إذا كان للقطعين الناقصين 


12 2خ _- 1 12 5 00 
جح ري كح حم ا سيك 0< #» البؤرة 
نفسها. وضح إجابتك. 

مام --500 1 : 7ن 2 
تحد: تعطى المساحة داخل القطع الناقص الذي معادلته ندم 


بالصيغة 748 -1. اكتب معادلة القطع الناقص المعطى خصائصه في 
9) 351 ع 4 ,12 ع م + زم 
0) 247 - 4 ,5 ح- 6 - و 


1) مسألة مفتوحة: إذا كانت معادلة دائرة هى 
2 - 62 - ن) + 17(2 - «) حيث 0 > 2 ,0 < 7» فأوجد مجال 
الدائرة مدعمًا إجابتك بمثال جبري» وآخر بياني. 


2) اكتب؛: اشرح لماذا يقترب شكل القطع الناقص من شكل الدائرة 
عندما تقترب قيمة 4 من قيمة 5 . 


حدد خصائص القطع المكافئ المعطاة معادلته في كل مما يأتي: 
(الدرس 4-1 ) 

3 50 + 242 - 322 - نز[ 
5) 502-1017-9 - نر 


44) 52-10 + 222 د رز[ 


خُلَّ كل معادلة مما يأتي لقيم 0 جميعهاء حيث 27 > 0 > 0. 
(الدرس 3-5) 


6) #6 وم ح 6 حتلة 
7) 6 وم + 1 ع © تزه 
8) 0 - 1 + نر صرزو 3 + مر خطزة 2 


أوجد الدالة العكسية 1- نر إن أمكن لكل دالة مما يأتى» ثم حدّد مجالها. 
(الدرس 1-7) 


وم جّحة - زمر 


0 2< - 5ل/ة ع 2 
51) 22-9/اح وار 


2 53 الدالة 3 + ١‏ عات (2)؟ بيانياء واحلد مداها. (الدرس 2-1) 


مسشع حا 00( 


3) تبعد النقطة !1 مسافة 10 وحدات عن مركز دائرة 1/1 » نصف قطرها 
6 وحدات. فإذا رسم مماس من 1 إلى الدائرة» فما المسافة من 1 إلى 
نقطة التماس؟ 

م 6 8 8 


21/34 0 10 © 


54) يريد حسام أن يصنع لعبة لوحة السهام على شكل قطع ناقص أفقي. 
أبعادٌ اللوحة 27 بوصة و 15 بوصة. أي المعادلات الآتية يجب أن 


يستعملها لرسم اللعبة؟ 
©6 .وهة© 
22 1 ع 00 
16 57 © 1 8226 > 56.25 
2 ظ 2 ولاك التعليم 
8 ج22 + ج7292 0 1 ح - تت عبوز لع 6ه عاك أ لط 


2021-1435 5 
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|| ختبار © ©» فى اله ١‏ 


الدرسان 4-2 , 4-1 


اكتب معادلة كل من القطعين المكافئين المعطاة بعض خصائصهما فيما اكتب معادلة القطع الناقص الذي يحقق الخصائص المعطاة في كل مما 


يأتي» ثم مثل منحنييهما بيانيا: (الدرس 4-1) يأتي: (الدرس 4-2) 
1) البؤرة (5 ,1)» الرأس (1,3) 7 الرأسان (3- ,3-) ,(3- ,9)» والبؤرتان (3- ,1-) ,(3- ,7) . 


© البؤرة (7-,5)» الرأس (7-,1) 

3) اختيار من متعدد: أي القطوع المكافئة الممثّلة بيانيا أدناه فيه بُعد 
البؤرة عن الرأس هو الأكبر؟ (الدرس 4-1) © الرأسان (13- ,1) ,(1- ,1)» والرأسان المرافقان 

. )-2,-7(, )4, -7( 


8 البؤرتان (3,7) ,(3,1) » وطول المحور الأصغر 8 وحدات. 


1 ك ١‏ أو 
4 1 0) الرأسان (9- ,8) ,(5 ,8) » وطول المحور الأصغر 6 وحدات. 
(0, 
82 4 0 4-) 8- 81 0 4-] ه8- 11 سباحة : بركة سباحة على شكل قطع ناقص طوله 301 
4 ص4 واختلافه المركزي 0.68. (الدرس 4-2) 
(2-,4) 1 
8 8 : 
8 1 0 أو 
12 | 8 | 4 | أ0) 4- 054 
4 3 عه 
(7ر8) ]8 
1 7 3) ما أكبر عرض للبركة؟ 
7 1 8) اكتب معادلة القطع الناقصء إذا كانت نقطة الأصل 
هي مركز البركة. 
4) تصميم: اكتب معادلة قطع مكافئ تمثّل شكل سلك تثبيت الجسر 
الموضح في الشكل أدناه. افترض أن نقطة الأصل تقع عند أدنى 2) اختيار من متعدد: أي مما يأتي يمثّل القيمة الأقرب لطول المحور 
نقطة على السلك. (الدرس 4-1) الأكبر في القطع الناقص الممثل بيانيًا أدناه؟ (الدرس 4-2) 


8 7 وحدة 
8 9ووحدات 
مثّل منحنى القطع الناقص المعطاة معادلته في كل مما يأتي بيانيًا: 
(الدرس 4-2) 
© ومو© 
5 د قد 42 +ع ات 
16 81 ان 
7 32 جم وزارة التعليم 
6 2-1 36 3 4 مهنامعبلع عه ومأكاصأالا 
3 - 2021 
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رابط الدرس الرقمي 


القطوع الزائدة 
ع2 


.لع .داع أ.للالثالالا 


يملا سبيق: الملا ذاة 
درست تحليل القطو 
كين يدور مذنب هالي حول الشمس في مسار على شكل قطع ناقص؛ 
وتمثيل منحنياتها بيانيًا. الإ يعاود الظبور ف السسماء ريده ترجيد مانياك أخرى لا 
(الدرس 4-2) تظهر إلا مرةً واحدةً فقط؛ وذلك لاقترابها من بعض الكواكب 
0 مثلاء وهذا القرب يجدل با المذنبات 
" أحلل معادلات القطوع طبيعي؛ ويجعلها تنطلق في الفضاء ولا تعود ثانيةه ومثل هذه 
الزائدة؛ وأمثلها بيانيًا. المسارات تُسمّى قطوعا زائدة. 
2 أكتب معادلات القطوع 
الزائدة. 
(المفيرداات: تحليل القطع الزائد وتمثيله بيانيّاء القطع الزائد هو المحل الهندسي لجميع النقاط الواقعة في المستوى والتي 
القطع الزائد يكون الفرق المطلق (القيمة المطلقة للفرق) بين بعديها عن نقطتين ثابتتين ين تسميان (1إ89858) يساوي مقدارًا ثابنًا. 
03طع ما 
البؤرتان 
100 
للعرادظ اي4 - و4| > إو4 - 4 
لمع 
الرأسان 
5ع لاعلا 
المحور القاطع يتكون منحنى القطع الزائد من فرعين منفصلين يحاذيان خطي تقارب» ومركز 
5آلاج 1351/6156 القطع الراك هو نقطة متتصف المسافة - البؤرتين» ورأسا القطع الؤاند هما نقطتا 1 
كللاة عأقونا زم للقطع الزائد محورا تمائل هما: المحور القاطع (وهو القطعة 


المستقيمة الواصلة بين الرأسين) ويمر بالمركز» والمحور المرافق 
(وهو القطعة المستقيمة العمودية على المحور القاطع) ويمر بالمركز. 


ا ,نار كما هو موضح في الشكل أدناه» وتختلف العلاقة بينها عمّا في القطع الناقصء ف ففي القطع الزائد 
ال ا نه 2442م - 2 والقيمة المطلقة للفرق بين بعدي أي نقطة على منحنى القطع الزائد عن البؤرتين تساوي 24. 
الزائد 

يتميز التمثيل البياني للقطع 
الزائد بارتباطه بمستطيل 
متناظر حول محوري تماثل 


القطع نفسه؛ وله ضلعان 
متواجهان طول كل منهما 
2 ويمسان القطع عند 
رأسيه» وضلعاه الآخران طول 
كل منهما 22؛ وطول كل من 


قطريه المحمولين على 
خطي التقارب ع2. 


وزارة التعليح 
دهن لعنالءع عه بمأكاصذالطا 
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الام 5:16 6/11/19 9 00م189-197.1 


- 612+ ), 2+ 


الصورة القياسية لمعادلة القطع الزائد: 


يكو ستيان ارات لقال لرائ ‏ بدا دالت كوا إلى القارة المشوو 
الأخرى. افترض أن (/1 ,2)36 نققطة على منحنى القطع الزائد الذي مركزه 
(007,1©» ومحوره القاطع أفقي. يوضًح الشكل المجاور إحداثيات البؤرتين 
والرأسين. وبحسب تعريف القطع الزائد فإن الفرق المطلق بين بعدي أي نقطة 
على المنحنى عن البؤرتين هو مقدار ثابت. لذا فإن 22 ع |و28 - 22 | . 
وهذا يعنى إمّا 24 - و28 - ,28 أو 20 ع- ,28 - و28 . 


6 ح رم - رنام 


0 - 102 - ي) + 0[2 + ) - جل - 12 - برع + 2[ - :) - »] 
6 - 2 - ن) + 2[ - ( 7 -1/])2 - 62 - /) + 2[ع + (77 - بن)] /ه خاصية التوزيع ثم التجميع 


١] - 1( - [5 + )/ -7‏ + م2 - 2( - رن) + 7[ + (1 - نه] 


2 - ير) + شع + (1 - )م2 - 172 - عن) 


210 


(1- )ع4 - م4 - 2( - ,) + 02 - (1 ح من)] /حم4- 
(7- 2ه + 2م- - 2 - ر) + 2[ - 1 - ع)] 


(1 - من)] إحمة + م4 - 2( - ر) + ث + (1 - )ع2 + 172 د عن) 


2 - موث + ا - )م202 - كم - [102 - ر) + 2 + 1 - )ع2 - 172 - من) ]02 
2 - عر)02 + (ر1 - )م202 - كم - 2(] - )2م + 22م سد 1 - )م202 - 172 - :)2م 


2 - كم - 2( - )2م + 12 - م2 - 172 - )2م 


(2 - 2م)2م - 2( - )2م + 12 مورت - ثم 
(52-)2م - 2( - )2م + 12 - :)2ن - 
بي تلحر تزاح»ع 
سيدةه 
المعادلة القياسية للقطع الزائد الذي مركزه (1 ,:7) هي 1 - 
1ه 0-02 


02 _ 0-7 


صيغة المسافة 


اجمع 

ربّع الطرفين؛ ثم أوجد مفكوك مربع 
مجموع (أو الفرق) بين حدين 

بسط 

اقسم الطرفين على 4- . 

ربّع الطرفين 


الخاصية التوزيعية 


اقسم الطرفين على (52-)2» . 


لحم 00 عندما يكون المحور القاطع أفقيّاء 
كما تكون في الصورة 1 - 12 12 عندما يكون المحور القاطع رأسيًا. 


خصائص القطع الزائد 
المعادلة في الصورة القياسية : 
0-022 _ تواح»ه 


اللاتجاه: المحور القاطع أفقي 
المركز: 01( 
الرأسان: 4,10 ع :11) 
البؤرتان: ا ىن ع 1) 
المحور القاطع: ! - ل“ وطوله 20 
المحور المرافق: 2-7 وطوئله 20 
خطا التقارب: ع ددع ور 
العلاقة بين » ,,4: 52 + 2م -ح ث2 أو 

2 ل 2 لاد 


طول البعد البؤري: 260 


الفصل 4 القطوع المخروطية 


المعادلة في الصورة القياسية : 


000 


الاتجاه: 

المركز: 

الرأسان: 

البؤرتان: 

المحور القاطع: 
المحورالمرافق: 
خطا التقارب : 
العلافقة بين »© ,زا ,0: 


طول البعد البؤري؛ 260 


»- 2 _ »-1* 


المحورالقاطع رأسي 
00,10 

(0 دع ,11) 

© عد ع1 ,11) 

2-7 وطوله 20 
ا 57 
2 + 2 مع 0 


2 + 2و/. - هوزارة التعتليد 


ها أمعنالع عه نا كداز 


2021- 3 


تحديد خصائص قطع زائد معادلته معطاة على الصورة القياسية 
1 12م 
06 000 9 


عندما تمثّل منحنى القطع الزائد 
بيانيًا تذكر أن المنحنى سيقترب 
من خطي التقارب بشكل ملحوظ 
كلما ابتعد عن الرأسين 


حدّد خصائص القطع الزائد الذي معادلته 1 - 


موحت ابن ود 2 رزج 
- 16 + 9/د-عء ,4 - 3/16 - 3,5 - و/و - و2 -,1- - نر 


لومثل 4 منحناه بيانيًا. 


0 هذه القيم لتحديد خصائص القطع الزائد. 
الاتجاه: أفقى المطروح منه هو الحد الذي يحتوي ند 
اتجاه القطع الزائد ١‏ 
إذا كانت معادلة القطع الزائد المركرة: (2-,1-) 01( 
على الصورة القياسية؛ وفيها 5 
الحد المطروح منه يحتوي :د الرأسان: 7ك 7ك مك ارم 0,1 + 1) 
فإن اتجاه القطع أفقي؛ أما 
إذا كان الحد المطروح منه البؤرتان: (2-,6-) ,(2- ,4) 19ت 2 11) 
يحتوي /1» فإن اتجاه ا لقطع 
رأسي. خطا التقارب: (1+ »م - د 2+ ور نالحد + م) ل - 2 + رو(1- مي + - 1 - و 
10 4 2 4 
عدر هن حد 


عّن المركز والرأسين والبؤرتين» * ثم ارسم المستطيل الذي مركزه 
)02 ,1- -) وأحد بعديه 6 - 286». والبعد الآخر 8 - 25 وطول كل من 
قطريه المحمولين على خطي التقارب 10 ح 26. ثم مثّل القطع الزائد بيانيً 


بحيث يمس جانبى المستطيل عند رأسيه ويكون محصورًا بين امتداد قطريه. 


2506 
اخ #لدسين عردين 
2-2-8 8 21 


يمكنك تمثيل القطع الزائد عند معرفة الصورة القياسية لمعادلته» وذلك باستعمال خصائصه. وإذا أعطيت المعادلة في 
صورة أخرى فعليك إعادة كتابة المعادلة على الصورة القياسية لتحديد خصائص القطع. 


كتابة معادلة قطع زائد على الصورة القياسية 


اكتب معادلة القطع الزائد 444 ح :د96 + 100 + 162 - 25/2 على الصورة القياسية ثم حدّد خصائصه ومثّل 
منحناه بياننًا. 


اكتب المعادلة على الصورة القياسية أولا. 
44 -ح 962 + 1001 +1622 - 2512 المعادلة اللأصلية 


الصورة القياسية 
تذكر دائمًا عند التحويل من 


الصورة العامة إلىالصورة 
القياسية بأن الفرق بين 
الحدين الجبريين يجب أن 
يكون 1 . 


44 -ح 96 + 16::2-) + (1001 + 251,2) جمّعالحدودالمتشابهة 
444 -ح (ر6 - 16)22 - (ري4 + 250172 حل 


(16)9 - (25)4 + 444 ح (9 + ع6 - 16)22 - (4 + ريك + 25172 أكمل المربع 
0 - 3(2 - 16)2 - 2(2 + 25017 حلل وبسّط 


32-م 22+ 5 7 
1-_- حج تت 0 اقسم كلا الطرفين على 400 


المعادلة مكتوبة على الصورة القياسية» حيث: 
4 - 25 + 1/16 <- 5,0 - 1/25 - 4,6 - 3/16 - 2,4- -<- )1ر3 -::::: ّ,.ءه 
استعمل هذه القيم لتحديد خصائص القطع الزائد. يي 
وزارة التعليح 


ها معنالءع عه بمأكاصاالطا 
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اليد ١البربط‏ مع تاريخ الرياضيات 


هايباتيا (415 - 350) 

كانت هايباتيا عالمة في الرياضيات» 
والعلوم» وفيلسوفة من الإسكندرية 

في مصر. وقامت بتحرير كتاب 
(أبولوينوس) في القطوع المخروطية, 
وأضافت إليه مسائل؛ وأمثلة توضيحية, 
وقد طوّر هذا الكتاب مفاهيم كل من: 
القطع المكافئ) والقطع الناقص» 
والقطع الزائد. 


132 


الفصل 4 القطوع المخروطية 


الاتجاه: رأسي 


المطروح منه هو الحد الذي يحتوي 1 . 


المركز: (2-,3) 01 
الرأسان: (6-,3,2(,)3) م + ,1) 
البؤرتان: 8.4 ,3,4.4(,)3) ف +ع ,:1) 
خطا التقارب: (3 - مث -- (2-) - ب لي ل" 50 
2 لد 2 _ .4 ال 0 
اس نك لامر حل 
0 
عيّن المركز والرأسين والبؤرتين» * ثم ارسم المستطيل الذي مركزه 8 
20 ,3) وأحد بُعدّيه 8 > 26» والبعد الآخر 0 - 228 وطول كل 
من قطريه المحمولين على خطي التقارب 12.8 - 26 لسع إل << 
ثم مثّل القطع الزائد بيانيّاه بحيث يمس جانبّي المستطيل عند رأسيه» 1 ماق 0 
ويكون محصورًا بين امتداد قطريه. 10-4 0 ١‏ لد ويا 
ل<ا يم 
3 8 أ 


التحقق: تمثيل القطع الزائد بيانيا وتحديد خصائصه. باستعمال الحاسبة البيانيّة عتامعم-11'» 


و 
حك يكم 
0 3:دخال/ تحرير الرسم البياني |9::] 


: 0 عجرم جعر» جرع جبرميرء واجقيرء م 


7 اكتب المعادلة ثم اضخط ##ق سيظهر التمثيل البياني للمعادلة‎ ٠ 


لمنحنى القطع الزائد. 


ه حدّد خصائص القطع الزائد بالضغط على (50©): ثم اختيار 
لك 6: تحليل الرس البياني 8931 [9] (:تحليل القطوع المخروطية_| 
ثم اضغط على مفتاح كل خاصية من خصائص القطع الزائد: 


3 لبؤرة 


أي تحقق من فهمك 


4172-92 - 87 - 36 - 68 


0- [هه- اجر :وم 1جعر.عو+2بر. كوج قير (16-) 


0 - 122-36-0 )8 


00 التقتليمر 


105 مع نالع 06 وماكاصذا/طا 


2021 - 3 


يمكنك كتابة معادلة القطع الزائد إذا علمت بعض خصائصه التي توفر معلومات كافية. 


كتابة معادلة قطع زائد إذا عُلم بعض خصائصه 


اكتب معادلة القطع الزائد الذي يحقق الخصائص المعطاة في كل مما يأتي: 


بما أن إحدائيّي ن متساويان للرأسين» فإن المحور القاطع رأسي. أوجد المركز وقيم © ,8 ,4 . 
المركز: (2- ره - زقخك ‏ ققدم نقطة منتصف القطعة المستقيمة الواصلة بين الرأسين 
4 - 2((2-) - 6-) + 3((2-) - 3-) /1 - 4 المسافة بين أي من الرأسين والمركز 
5ع 22-) - 3 + 372) - 3-) - 2060 المسافة بين أي من البؤرتين والمركز 
5-3 2 سل 2م ع2 
بما أن المحور القاطع رأسيء فإن 42 ترتبط بالحد 1/2 ؛ لذا فمعادلة القطع الزائد هي: 
تعمس _ 25+ ع ان 
23-1 بخلكا . انظر الشكل 4.3.1 . 
8) الرأسان (0 ,9-) , (0 ,3-), وخطا التقارب 12 + «2- ح 1 ,12 - :23 ح ن1. 
بما أن إحداثيي /1 للرأسين متساويان؛ فإن المحور القاطع أفقي. 
المركز: (0م - زقعه عق تقملة اتمعتصف متعظعة الواضفة نين الراشيق 
6-3 المسافة بين أي من الرأسين والمركز 
ميلا خطي التقارب: 2+ . استعمل الميل الموجب لتجد 8. 
2-2 الميل الموجب لخط التقارب 
2-2 6-3 
5 و وم نكري يذ 5 6(2+م) 
بما أنّ المحور القاطع أفقي فإِنَ 62 ترتبط بالحد 2 . لذا معادلة القطع الزائد هي 1 - 22 17 
انظر الشكل 4.3.2. 
تسلاق دن شرباء 


28) الرأسان (3,6) ,(3,2)». وطول المحور المرافق 10 وحدات. 


2 8 5 1 3 29 3 
8 البؤرتان (2- ,12) ,(2- ,2)» وخطا التقارب جل وخ ح رز ركه - يدي ح ل1. 


ويمكن استعمال قيمة الاختلاف المركزي لوصف القطع الزائدء فصيغة الاختلاف المركزي هي نفسهاع - » لكل 
من القطعين الناقص والزائد. تذكر أن قيمة الاختلاف المركزي للقطع الناقص تقع بين 0 و1. لكن قيمة الاختلاف 
المركزي للقطع الزائد أكبر من 1 دائمّاء وكلما زادت قيمته زاد اتساع المنحنى. ا لاد 
7 © 26 *ل*.ل *ر .مه 
وزارة التعليح 
ها عالط عه بمأكاصذالطا 
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([ الربط مع الحياة 


تضرب الصواعق أمكنة على سطح 
الأرض بما يقارب 100 مرة في الثانية. 


1934 


حدد الاختلاف المركزي للقطع الزائد الذي معادلته 1 - 2 


- 1 )48 


الاختلاف المركزي للقطع الزائد 


2 +»م _42-,) 


48 
حدّد أولًا قيمة © ثم الاختلاف المركزي . 
2 + 2م - 2 العلاقة بين © , 2 ,© ٍَ 6 
6+ 48 - 62 36- 48,02 - 2م لد _- 
84/ - 060 بسّط 2 ب 


الاختلاف المركزي يساوي 2 تقرينًا: 


تتحطق من شيباة 


حدد الاختلاف المركزي للقطع الزائد المعطاة معادلته في كل مما يأتي: 
1 + م 25 -,/) 


5 )2+8(2 ),- 4 
75 0 1 )48 64 2 68 


الفصل 4 القطوع المخروطية 


مثال 5 من واقع الحياة 


حدّد موقع المجسّين على مستوى إحدائي على أن تكون نقطة الأصل هي 
منتصف القطعة المستقيمة الواصلة بينهما. وبما أن موقع الصاعقة إلى الشرق 
من كلا المجسين» وأقرب إلى المجس 8 » فإن موقعها في الربع الرابع. 
المجسّان موضوعان عند بؤرتي القطع الزائد» لذ > ع. تذكّر أن الفرق 
المطلق بين بعدي أي نقطة على المنحنى عن البؤرتين هو 24» وبما أن بعد 
الصاعقة عن المجسٌ 4 يزيد بمقدار 1.5112 على بعدها عن المجس 8. فإن 
5 - 24». أي أن 0.75 ح 4. استعمل قيمتي 4 و © لتجد 8. 


2 ل 2ج اث العلاقة بين » ,ط ,4 
2 + 0.752 - 32 75 د هر3دءع 
2 - 8.4375 0 بسّط 


المحور القاطع رأسي ومركز القطع الزائد عند نقطة الأصل. لذا فالمعادلة 


2 2 
حوور تن بقن اقيرط 12 همه 1 
هي 1 ور 2 . وعئل تعويض فيمتي م, 4 تصبح المعادلة 
1 1 اع 0 
لاد ح تج . أي اتاموقع الصاعقة يكل لقطة على ميد القطم 
2 2 
الزائد الذي معادلته 1 - 7 1 


: 05625 75 


تطبيقات على القطع الزائد 
أرصاد: يحتوي نظام كشف الصواعق على مجسين يحولان الأمواج الضوئية للصاعقة إلى صيغة رقمية تسجل 
تفاصيل تلك الصاعقة» فإذا وُضع مجسان للكشف عن الصواعق يبعد أحدهما عن الآخر بمقدار 61632 » بحيث 
كان المجس 4 شمال المجس 8 . ومض برق صاعقة شرق كل من المجسين» وكان بعده عن المجس 4 يزيد 
بمقدار 12122 1.5 على بعده عن المجس 8 . 


8) اكتب معادلة القطع الزائد الذي تقع الصاعقة على منحناه. 


4 ع». 1/48 - و 


صيغة الاختلااف المركزي 


آي 
آرة التعفعليح 
لجس للم يناد 1ال! 
2021 


) أوجد إحداثبي موقع الصاعقة إذا حدثت على بعد 1623 2.5 شرق المجسين. 
بما أن الصاعقة حدثت على بعد 12 2.5 شرق المجسين فإِنْ 2.5 - 3 وموقع الصاعقة أقرب إلى 
المجس 8 منه إلى المجس 4 لذا فإن موقعها فى الجزء الأسفل من المستوى الإحداثى. عوّض قيمة 3 فى 


المعادلة. وأوجد /1. 


2 


0.5625 8.4375 


2152 


0.5625 8.4375 


9 ل ند 1 


المعادلة الأصلية 


5 2ع 


حل بالنسبة ل/1 


وحيث إن موقع الصاعقة في الربع الرابع» لذا فإن قيمة / هي 0.99- تقريبّاء وذلك يعني أن موقع الصاعقة هو 


.)2.5, -0.99( 


هه ا همومه 


تحقق من فهمك 


محطتين إليها 80 ميلًا بحريًا . 


8) أوجد إحدائيى 


5) ملاحة بحرية: تعطلت سفينة عند نقطة في عرض البحرء بحيث كان الفرق بين بعدي السفينة عن أقرب 


8) إذا كان موقعا المحطتين يمثلان بؤرتي قطع زائد تقع السفينة عليه» فاكتب معادلة القطع الزائد 
عددها تقع المحطتان عند النقطتين (0 ,100) ,(0 ,100-) . 

موقع السفينة إذا كانت 5 

إلى المحطة التى إحداثياها(0 ,100) . 


بين البؤرتين» وكانت أقرب 


تقع على المستقيم الواصل ب 


حدّد خصائص القطع الزائد المعطاة معادلته في كل مما يأتي» شع مثل 
منحناه بيانيًا: (مثال 1) 


0 17 22 
1( 2-1 7 2 1 حر د 
“5 ,) _ 02 م “4 -م _ :0+4 


2-1 4 -1 65 


49 64 9 36 


3172 522-15 66 3:2 272-12 65 


7 إضاءة: يمكن تمثيل الضوء المنعكس 
من مصباح طاولة على جدار بقطع زائد 


القطع الزائد بيانيًا. (مثال 1) 
اكتب معادلة كل قطع زائد مما يأتي على الصورة القياسية؛ ثم حدد 
خصائصه. ومثل منحناه بيانيً: (مثال 2) 

8 27ر8 رم - ريك - 2ن 

09 28 6 + ميك - 372 + 2:- 

0) 287 ح رر8 - م70 - 2072 + شرم - 

1) 302-19-0 + ريد5 - 22ر4 9172 
12) 0 ح 76+ 367 + 128 + 92 - 1622 


اكتب معادلة القطع الزائد الذي يحقق الخصائص المعطاة في كل مما يأتي: 


(مثال 3) 

3) البؤرتان (7- ,1-) ,(1,9-)» وطول المحور المرافق 14 وحدة. 
14) ال رأسان (5 ,5-) ,(5 ,7)» والبؤرتان (5 ,9-) ,(5 ,11) . 

5 الرأسان (1,3-) ,(9 ,1-): وخطا التقارب تك + ير + - ينو . 


6 البؤرتان (17,7-) ,(9,7)» وخطا التقارب ار + - 


7( الو حا والح تاي ماري اي ح- 1» والمحور 


8) الرأسان (2- ,2) ,(2,10)» وطول المحور المرافق 16 وحدة. 


©8 .وه© 
«© .*, ل ...هه 
9) الاختلاف المركزي 3 والبؤرتان عند 9ك ي2(,:)18 19ه) . 
وزارة التعليح 
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0) هندسة معمارية : يبيّن الشكل 
المجاور مخطّط أرضية مكتب. 
6 اكتب معادلة تمدّل فرعى 
5) إذا كانت كل وحدة فى 
المستوى الإحدائي تمثل 
+151» فما أقصر عرض 
لأرضية المكتب؟ (مثال 3 ) 


00,0) 010,0 


حدّد الاختلاف المركزي للقطع الزائد المعطاة معادلته في كل مما يأتي: 


(مثال 4) 

. #(مدمم 75 سدع 12+ 42+ 
2 1 0-77 10 2 1 ج25 24 

+225  »+52 _ 3(2-ج)‎  /-2(2 _ 
0 2 0 


5) 42 - 12-127 + 272 - شيرق 


6) 24- - 70 + 24 + 72 + 2ن - 
27) طيران: يقع المطاران 8 , كل على بعد 7216127 كل منهما عن الآخر» 
صجر بعه ايح م 1 


6 اك سانانا للى بوواة ا ويقع 
المطاران عند بؤرتيه» وتقع الطائرة على منحناه عند تلك 
اللحظة. 


4 مثل منحنى القطع الزائد بيانيا مع توضيح فرع القطع الذي تقع 
عليه الطائرة عند تلك اللحظة. 


©) إذا كانت الطائرة في تلك اللحظة على بعد 1922 40 شرق كلا 
المطارين» فأوجد إحداثيي موقع الطائرة. 


8) هندسة معمارية: يأخذ برج “كوب 
بورت” في اليابان شكل مجسم ناتج عن 
دوران قطع زائد حول محوره المرافق. 
افترض أن قيمة الاختلاف المركزي للقطع 
الزائد الذي نتج عن دوران البرج تساوي 19. 


8) إذا كان أقصر عرض للبرج هو 280 
فما معادلة القطع الزائد؟ 


8) إذا كان ارتفاع قمة البرج عن مركز القطع الزائد هو 2 32» 
وانخفاض القاعدة عن المركز هو 07612 فأوجد نصف قطر 
القمة ونصف قطر القاعدة. 


06 الفصل4 القطوعالمخروطية 


اكتب معادلة القطع الزائد الممثّل بيانيًا في كل مما يأتي: 


)29 


1 0) 1 
8 (31/3 ,10) ٍ 
(3,1/10-) 
]| 4 | [0) 4-] ه8- 212 
(210/5- ,1) يلما 
8-ا 
(10/- 3 ( 


علمت أن الفرق الزمني بين سماع محمد لصوت رعد وسماع علي 
هو 3566» وأن سرعة الصوت ©110046/56» فأوجد معادلة القطع 
الزائد الأفقي الذي يقع عليه مصدر البرق. 


يتشكل القطع الزائد المتطابق لابالاوماات 
احاح كيد رن حبيدا تازيم 0 5 أ 
متعامدين» وَ ‏ ح 6 عند كتابة (11,0) كراب أ (11,0-) 2 
معادلته على الصورة القياسية. 163 ار 16- 
اكتب معادلة القطع الزائد المتطابق 4 8 / 
الساقين في الشكل المجاور. 2 6-ل1-” 
وه تمثيلات متعددة : ستستكشف فى هذه المسألة نوعًا خاضًا من 


القطوع الزائدة يسمّى القطع الزائد المرافق. ويظهر هذا القطع عندما 
يكون المحور المرافق لقطع زائد هو المحور القاطع لقطع زائد آخر. 


2 


5 2 
2 | وميه أت 0 5 
3( بيانيا : مثل منحنى القطع 1 - 0 - حب ومنحنى 


القطع 1 ا ا 700 


م تحليليًا قارن بين المنحنيين من حيث: البؤرتان» الرأسان» خطا 


ٍ © *. 
ع( فظيئًا : كون ت< خمينا حول تشابه القطعين الزائدين المترافقين. 

لفظيا وزارة التعليح 

دهن معنالع عه بمأكاصذالطا 


2021 - 3 


مسائل مهارات التفكير العليا 


4) مسألة مفتوحة: اكتب معادلةً لقطع زائد يكون فيه طول المحور 
القاطع يساوي نصف المسافة بين البؤرتين. 


5 تبرير: افترض أن+ - 2,رو ح #22 حيث / ,3 ,7 أعداد ثابتة. 


صف نوع القطع المخروطي الناتج في كل حالة. واشرح تبريرك. 
7-20 
ط) 0< 
©) عدر 


0) 0 > ور 


ع2 
6 تبرير: افترض أنك أعطيت اثنتين من خصائص القطع الزائد 
الآتية: رأسين» بؤرتين» المحور القاطع» المحور المرافق» خطي 


تقارب. هل يمكنك كتابة معادلة هذا القطع: دائمًا أ وأحيانًا أو غير 


7 تحدّه قطع زائد بؤرتاه (9- ,2200 ,(11)0,9» ويمر بالنقطة 7 . 
يزيد بعد 1 عن 1 بمقدار 6 وحدات على بعد 7 عن و2 . اكتب 
معادلة القطع الزائد بالصيغة القياسية. 


8) برهان: يتشكل القطع الزائد المتطابق الساقين عندما با - 4 عند 
كتابة المعادلة على الصورة القياسية. برهن أن الاختلاف المركزي 
لكل قطع زائد متطابق الساقين هو 1/2. 


9) اكتب: صف خطوات إيجاد معادلة قطع زائد عندما تعطى بؤرتاه 
وطول محوره القاطع. 


مثل منحنى القطع الناقص المعطاة معادلته في كل مما يأتي: 
(الدرس 4-2) 


)- 
81 


)2- 8(2+ -1 0 


1 حلاقتسى ع 


49 647 
505+ 0 22-م 
ل 0 


35) مقنذوفات: قذفت كرة رأسيًا إلى أعلى بسرعة ابتدائية مقدارها 
589 . بحيث يكون ارتفاعها عن سطح الأرض بعد ؛ ثانية هو 
5 + 804 + 1642- ح ا قدم. (الدرس 4-1) 
8) ما أقصى ارتفاع عن سطح الأرض تبلغه الكرة؟ 


8) كم تستغرق الكرة من الوقت؛ لتعود مرة أخرى إلى المستوى 
الذي انطلقت منه؟ 


حل كل معادلة مما يأتي لجميع قيم 0 . (الدرس 3-5) 


44) 1 - 6 عهو ع 6 حتها 
5) 0 ع 6 وى + © حززه 


6) 0 ع 66م» - 6 عو 


صيد عت حختيار | 


اث مسد 2-1 41) - 5) قطعًازائد 
57 هرا تحفة د يبأل تمس الات 5)- [كٌ) قطعًا زائدًا. ما معادلتا 


خطى تقارب هذا المنحنى؟ 


8) سؤال ذوإجابة قصيرة: أوجد معادلتي خطي التقارب للقطع 
17 -,),_ “سدقم 


الزائد الذي معادلته 1 - --- 1 
© ووهة© 
© 6ى*. .*ثىووهة 
©ه.. ٠ ٠‏ .هه 

وزارة التعليح 

ها معنالءع عه بمأكاصذالطا 

2021 - 3 
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رابط الدرس الرقمي 


تحديد أنواع القطوع المخروطية 


595 2000868 لل لمعلا 3 الع . جاع .ثانا لالالانا 
الماةاا؟ 

م تدوز كواكن مدعنا الشدية حول العسن في 

القياسية. مدارات على شكل قطع ناقص» في حين تنطلق المذنبات 


(الدروس من 4-1 إلى 4-3) 


في مسارات قد تكون على شكل قطع مكافئ أو قطع 
ناقص أو قطع زائدء بحيث يمثل مركز الشمس بؤرة 
للقطع. 


الصورة العامة لمعادلات القطوع المخروطية : يمكن كتابة معادلة أي قطع مخروطي على الصورة العامة: 
0 ح 2 + روط + درط + ترون + برعدظ + 2ك ء على أن لا تساوي 0 ,8 , 4 جميعها أصفارًا. ويمكن تحويل هذه 
الصورة إلى الصور القياسية باستعمال طريقة ة إكمال المربع إذا كانت 0 - مآ 


رواالان»: 
" أحدد نوع القطوع 
المخروطية من معادلاتها. 


كقابة المعادتة العامة تخطع مخروط على الضورة القياسية 
اكتب كلا من المعادلتين الآنيتين على الصورة القياسية» ثم حدّد نوع القطع المخروطي الذي تمثّله: 
144-60 - :128 - شي25 - 1622 

1446 وول ت 2ر28 - 162 افمادية الأسلية 


(16)16 + 144 ع 25172 - (16 + 82 - 16022 حلل وبسّط 


0 -ح 2512 - 4(2 - :)16 مربع كامل 
2 00--_ 
2-1 فم اقسم كل حدّ على 400 


1/6 12م 


بما أن المعادلة على الصورة 1 - 7 عبج فإنها معادلة قطع زائد مركزه (0 ,4). 
4 
0) 0-<7-م6 -2ن4 + ثعر 
0 - 62-7 - تربك + غير المعادئة الأصلية 
- 4,2 + م 2) جمّع الحدود المتشابهة 


7+9 - 2ري4 + (9 + رم 2) أكملالمربع 


6 - 2 + 3(2 - ) حلل وبسشط 
_- 3م ان 9 
2-1 جك ي تمك اف ولد السركريس 1 
102 
نما أن المعادلة على الصورة 21ت 9 عد فإنها معادلة قطع ناقص مركزه (0 ,3) . 
4 
تحقق من فهماء 
1) اكتب المعادلة 0 - 4 - ,8 + 16 - 2 + تدك على الصورة القياسية؛ ثم حدّد يع لطع اتج رمي 
الذي تمثله. .6 3 
وزارة التعليح 
دهن معنالع عه بمأكاصاالطا 
3 - 2021 


8 الفصل4 القطوعالمخروطية 


الاظ 10:04 6/12/19 8 198-203.1000 


تحديد أنواع القطوع المخروطية ل ل ل 
0 - 2+ راط + درط + 2,إن) + ريرتد8ظ + 2ك على الصورة القياسية» وذلك باستعمال المميز 4/1260 - 


تصنيف القطوع المخروطية باستعمال المميز 


5 نوع القطع المخروطي 
التربيعية 0 دع + :زرا + “يدم 
هوءه4 -52. 
0 + 8 أو © + 4 ,0 > 440 -82 
:)0,4 - 0,8 > 440 - 


82-446 < 0 


يكون القطع أفقيًا أو رأسيًّا عندما 0 - 8» أما إذا كانت 0 2 8» فلا يكون القطع أفقيا ولا رأسيًا. 
صم سا -8 قطع ناقص ليس رأسيًا ولا أفقيًا : 0 + 8 


تحديد نوع القطع المخروطي من معاد لته 
حدّد نوع القطع المخروطي الذي تمثّله كل معادلة مما يأتي» دون كتابتها على الصورة القياسية: 
3 0ع 8 5 - ينيك + ربعرة - ث4 + 12 
3,6-1- 48 دم 
المميز يساوي 7- ح (4)4()1 - 3(2-). 
ولأن المميز أصغر من الصفرء 0 ع 8 فإن المعادلة تمثل قطعًا ناقصًا. 
ط) 0 -4 - ره + 512 - 4 + م6 - تيرق 
5-- 2,0 - 3,8 - م 
المميز يساوي 64 - (5-)(4)3 - 
ولأن المميز أكبر من الصفرء فإن القطع زائد. 
©») 14-0 - ,6 + برق - 2ر4 
4- 0 ,0 - 0,8 دم 
المميز يساوي 0 - (4)0()4 - 
ولأن المميز يساوي صفرًا » فإن المعادلة تمثل قطع مكافئ. 
تحقق من فهماء 
حدّد نوع القطع المخروطي الذي تمثّله كل معادلة مما يأني» دون كتابتها على الصورة للقالمبية ...ءه 
.ه.©© 
2 4-0 - 217 + عد6 - ردك + 2يوم - 82 232*111 


8) 0 - 3 عرو + 217 412 + 31:17 وزارة التعليح 
2 2 دهن لعنالع عه بمأكاصذالطا 
26) 0 ع 2175-6 + 121 - 161 + 31:4 3 - 2021 


الدرس 4-4 تحديد أنواع القطوع المخروطية 139 


خغ 0 


اكتب كل معادلة مما يأتي على الصورة القياسية. ثم حدّد نوع القطع 
المخروطي الذي تمثله. (مثال 1) 


1) 160-11-0 + ند6 - 2ريه + 2ن 

62 36-0 لاير8 -:12 + 2ن + 2ن 

6 0 - 199 - 642 - 18 - 16:2 - 912 
4 0ع-مر- 28 + 24 - 62 

حدّد نوع القطع المخروطي الذي تمثّله كل معادلة مما يأتي» دون كتابتها 
على الصورة القياسية. (مثال 2) 

5) 92-12 ع 5 - 4:2 

66) 32 + 8 - 6 + 22 ح 52 

67 24-0 + 162 + 2ر8 + 2ر8 

8 2+ مق د ي6 42:2 

9 ريه + 22 - 12 - ربرة + 3172 - 2ييه4 
0 127-18 + 62 + 3:2 - بررط 

1) 87-13 +182 -1072 + 822 + د16 


2) طيران: في أحد عروض الطيران يمكن تمثيل مسار طائرة 

نفاثة خلال جولة واحدة» بقطع مخروطي وقق المعادلة 

0 - 45600 - :316801 - 10001 + 2422 . وقد حدّدت الأبعاد 

بالأقدام. 

8) حدّد شكل منحنى القطع الذي يمثل مسار الطائرة» ثم اكتب 
معادلته على الصورة القياسية. 

5) إذابدأت الطائرة بالصعود عند 0 - *» فما المسافة الأفقية التى 
تقطعها من بداية صعودها إلى نهاية هبوطها؟ 

©) ما أقصى ارتفاع تصل إليه الطائرة؟ 


قابل بين المنحنيات أدناه والمعادلة التى تمثّل كلا منها: 


0 13 


0 الفصل4 القطوعالمخروطية 


0 14 


4 د ريه دعق - 2ن + 12 
ط) 64 ع ري64 + :72 - 16172 - 9,2 
©») 64 - ري64 + :721 - 16172 + 2ر9 


قابل بين كل حالة في التمارين 16-19 مع المعادلة التي تمثّلها من 2-4 

8 0ح 33.525 + 18 + 902 - 47.2512 

25:2 + 10012 - 1900: - 22001 + 45700 ع‎ 0 )١ 

©») 0ح 0.25 - 7ن + :90 - 16:2 

0) 0- 14094 - 301 - د18 - 2ن + 2ن 

6) حاسوب: حدود شبكة لاسلكية مداها 120146 . 

7) لياقة: المسار البيضى لقدميك على جهاز التمرين. 

8) اتصالات: موقع هاتف محمول بين عمودي إرسال. 

9) رياضة : ارتفاع كرة قدم عن الأرض بعد ركلها. 

0) أيه تمثيلات متعددة: افترض أن مركز قطع ناقص (2- ,3): 
وأحد رأسيه (2- ,1-)2/1. وأحد الرأسين المرافقين (4- ,77)3. 
) تحليليًاه أوجد الصورة القياسية لمعادلة القطع الناقص. 


) جبريّاه حوّل المعادلة في الفرع 3 إلى الصورة 
0 ح 2 + روط + عورا + 2رين + رتدظ + 2 ندل . 


©») بيانيًاه مثل معادلة القطع الناقص بيانيًا. 


© ووهة© 
©608ى*. .*ثى.ووهة 
©ه.. ٠ ٠‏ .هه 

وزارة التعليح 

دهن معنالع عه بمأكاصاالطا 

2021 - 3 


مسائل مهارات التفكير العليا 


1) تبرير: حدّد ما إذا كانت العبارة الآثية صحيحة دائمّاء أو 
صحيحة أحيانًاء أو غير صحيحة أبدًا . 
"عندما يكون القطع رأسيّاك وتكون © - كل فإن القطع دائرة". 
2) مسألة مفتوحة: اكتب معادلة على الصورة 
0 ع 2 + راط + يدر[ + 012 + 8:1 + 43:2 بحيث يكون 
90 - كء وتمثّل المعادلة قطعًا مكافنًا. 


35) اكتب: اكتب أوجه الشبه والاختلاف بين منحنيات القطوع 
المخروطية ومعادلاتها. 


4) فلك: اس و لحي جد 
د 1 


ومعادلتي خطي التقارب للقطم الؤافد» ثم مثل المعادلة 


بعاننا: (الدرس 3 4( 


حدّد خصائص القطع الناقص المعطاة معادلته في كل مما يأتي» تومثل 
متحناه نيانمًا: (الدرس 04-2 
1 


22-1 )25 


422 + 872 - 32 6 


7) 91-0 1007 ل برق - 25,2 + 2ن 


8) فلك: أقرب مسافة بين مركز الشمس والأرض في مسار دورانها 
8 مليون ميل. أما أبعد مسافة فتساوي 94.9 مليون ميل. اكتب 
معادلة تمثل مدار الأرض حول الشمس باعتبار أن مركز المدار هو 
نقطة الأصلء؛ وأن الشمس : تقع على المحور 2. (الدرس 4-2) 


اللاسسْشافسة 0 


ل كلّ معادلة من المعادلتين الآتيتين: 
9) 2 - 
0 2 - 


(الدرس 2-4) 
(1 - 2) بيعه1 + :811 يعه1 
(8 + م) وق10 + م9 وع10 


1 سؤال ذوإجابة قصيرة: حدّد ما إذا كانت المعادلة 
2 ع رير5 + :4 - 3 + إإند6 + 72 تمثل قطعًا مكافثًا أو دائرة 


أو قطعًا ناقصًا أو ة 


قطعًا زائدَاء دون كتابتها على الصورة القياسية. 


2) اختيار من متعدد: ما المعادلة التى تمدّل قطمًا مكافثًا رأسه عند 
النقطة (2 ,2)» ويمر بالنقطة (6 ,0) ؟ 


4 


8 
ق 
0 


6 + »4 -2ينر - رن 
6- 4 + 22 - رن 
6 + 22-42 - ح رن 
6- م4 + 2ع - د رن 


وزارة التعليح 
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الدرس 4-4 تحديد أنواع القطوع المخروطية 201 


معمل الحاستة البياتي4ك: 


أنظمة المعادلات والمتباينات غير الخطية ‏ |2753 


65 300 2]10115ناوط لدع15أترهلظ! 01 1115ع]5/ا5 


.نالع .داع .للالثالالا 


الهدف 
استعمل الحاسية البيانية 
ع1م11-05 لتقريب حلول 

أنظمة معادلات ومتباينات 


معادلات القطوع المخروطية هي معادلات غير خطية» ولا تمثل دوالٌ إلا في بعض الحالات. ويمكنك حل أنظمة 
المعادلات الخطية باستعمال الحاسبة البيانية :11-1515" من خلال تمثيل كل معادلة في النظام ثم إيجاد نقاط التقاطع. 


حل نظام معادلات غير خطية بيانيًا 


حل نظام المعادلات الآتي بيان 

3 - 0 2ع 

0 ح 6 لد رإند 

لحل المعادلتين بيانيا باستعمال الحاسبة البيانية ©15م11-5' نقوم بالخطوات 
التالية: 


الخطوة 1: مثل المعادلتين بيانيًا. 
ا ا 27095 نان / تحرير الرس البيان 


1: 0عربرءمجيعر. جنر عجر وؤجقير.م 


« اكتب المعادلة ثم اضغط للق سيظهر التمثيل البياني للمعادلة الأولى. 

ه اضغط (©) واكتب المعادلة الثاني ثم اضغط سيظهر التمثيل البياني للمعادلة الثانية. 
الخطوة 2: إيجاد نقاط التقاطع. 

« استعمل ميزة نقاط التقاطع لإيجاد الحلول بالضغط 

على (550) ثم اختتيار |]12 الل ٠‏ 

525[ راضغط في أي نقطة على الشاشة وحرك 

المؤشر مرورًا بكل نقطة من نقاط التقاطع» ستظهر الأزواج 

المرتبة الممثلة لنقاط التقاطع الأربع؟ 


تمارين: 

حل كل نظام معادلات فيما يأني بيانيًا مقرّبًا إلى أقرب جزء من عشرة: 

1) 2 -ح برتد © تر + شن - 49 3) 2+1 -ع 
23ت خير 1-21 0 -ح 2ن + مينر 

4) 2 - 422 - 25 65 ييه 71-9 6 «- 1 دين 
0 1+1 +2 2 - 10 - 2ن 


7 تحدّ: يحتوي جناح في منزل على غرفتين مربعتين؛ غرفة معيشة وغرفة 
نوم» والمساحة الكلية للغرفتين هي 62 468» ومساحة غرفة النوم أصغر 
من مساحة غرفة المعيشة بمقدار 1801612 . 

8) اكتب نظامًا من معادلات تربيعية يمثل معطيات هذا الموقف. 
«) مثل نظام المعادلات بيانياه وقدّر طول كل غرفة. 


2 الفصل4 القطوع المخروطية 


اللظ 10:07 6/12/19 2 198-203.1000 


كذلك يمكنك حل أنظمة المتباينات غير الخطية باستعمال الحاسبة البيانية ©ننام11-8» وقد مرّ معك في صف سابق 


أنه يمكنك تمثيل المتباينات غير الخطية بيانيّاه وذلك بكتابة كل متباينة بدلالة /[. 


حل نظام متباينات غير خطية 


حل نظام المتباينات الآتي بيانيا: 

6 > 12 + دين 

0< ددرن 

الخطوة 1: اكتب كل متباينة بدلالة /1. 


و # 1/36 < 1 ليد - 1/36 > 1 ,2د < 1 
الخطوة 2: افتح الحاسبة بالضغط على (9©) . 


اعرمن اناده عر ومو 


تدريج المحاور م 
يمتد تدريج الحاسية 


اختر من الشاشة الظاهرة 


التلقائي على محور /1 الخطوة 3: اكتب المتباينة الأولى 7 < /1» وذلك بالضغط على مفتاح 


بين (6.67 ,0-667 © : شٍ اختر رمز التباين 35 12 الأسهمء فد 5 
ولكي يتضمن التمثيا 1 1 1 

البياني للمعادلة )12 أكمل كتابة المتباينة» ثم اضغط 22 

القيمة 7 - ()2 1 قم 

بالضغط على مفتاح 


(50): ومنها اختيار 


الخطوة 4: اكتب المتباينة الثانية 1:7 - 7/36 > /1 بالضغط على المفتاح 
(00) ثم المفتاح 9 . ثم اختر رمز التباين > مستعمًا 


ثم اضغط على المفتاح (0) وتمثيل المتباينة 


المشتركة: 
أي قم بالضغط على المفاتيح: 


يمكن تغيير لون التظليل 
الذي يمثل منطقة حل لاحظ نمط التظليل فوق 2 ح- 1 » وتحت 22 - 1/36 ح /1. 

المتباينة بالضغط على إن منطقة الحل هي المنطقة الناتجة عن تقاطع أنماط التظليل» وهي المنطقة 
9 (6:1): ثم اختيار التي تحوي النقاط التي تحقق النظام جميعها. 

ه1111 رمي 5" 

12 ر 4د ون 

لت" ر 

كلاهما؛ وذلك حتى يكون تمارين: 

لون منطقة الحل مميًا عن ٠‏ حل كل نظام متباينات فيما يأتي بياني 

لون تظليل كل متباينة من ' 

نظام المتباينات. 8 2172-32-22 9 2< 5+ رن 00 
ن < 4 + 2 + 36 > 912 


الأسهمء ستظهر > لإ أكمل كتابة المتباينة ثم اضخط 62259 


2 - 1/36- < /[» ستكون منطقة الحل هي منطقة التظليل 


١: © © © 2 © ©: - .: 0 ©‏ © 
ون التظيل 9 :. - ::©© - -© 


6 5655 55 


2 > ريه + 2روزارة التعليم 
دهن معنالع عه بمأكاصاالطا 
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توسع 4-4 معمل الحاسبة البيانية: أنظمة المعادلات والمتباينات غير الخطية ‏ 203 


دليل الدراسة والمراجعهة 


المغاهيم الأساسية 
القطوع المكافتة (الدرس 4-1) 


المعادلة فى ا 3 5 
ا الاتجاه | الراس | البؤرة 


. تحدد قيمة 7 موقع البؤرة‎ ٠. 
) 4-2 القطوع الناقصة والدوائر (الدرس‎ 


المعادلة في الصورة 5 06 
القياسية الراسان البورتان 


من المحور الأكبر 
0 أفقي به 2) | 1+ 1) 
012 5 
وسكتس رمع | المحود 6 | رو يو ورين | ورا 
د 3 رأسي 


» صيغة الاختلاف المركزي للقطع الناقص هي كك ح © , حيث: 
2 - 2( - شه 


اللاتجاه 


0-72 
 --1 


» الصورةالقياسية لمعادلةالدائرةالتي مركزها (/,71) ونصف 
قطرها/ هي 72 - 1(2/ - ر) + 102 - 6 . 


القطوع الزائدة (الدرس 4-3) 


المعادئة في الصورة 


اللاتجا 
القياسية كر 


الرأسان | البؤرتان 


02 
وي كد 
2 


6-702 


رمع )) | وى 2 ) 


المحورالقاطع 


رأسي 


(م دع ,2) | 0 دع ,11) 


» صيغة الاختلاف المركزي للقطع الزائد هي كك - © , حيث: 
2 - 2م + 2م 

تحديد أنواع القطوع المخروطية (الدرس 4-4) 

* يمكن تحديد أنواع القطوع المخروطية بكتابة معادلاتها 
العامة بالصورة القياسية إن أمكنء أو باستعمال المميز. 


4 الفصل4 القطوعالمخروطية 


المفردات 


القطعالمخروطي ص 172 المركز ص 180 
المحل الهندسي ص 172 المحورالأصغر ص180 
القطع المكافئ ص 172 الرأسان ص 180 


الرأسان المرافقان ص 180 
الاختلاف المركزي ص 180 
القطعالزائد ص 189 
البؤرتان ص 189 

المركز ص 189 

الرأسان ص 189 
المحورالقاطع ص 189 
المحورالمرافق ص 189 


البؤرة ص 172 
الدليل ص 172 

محور التماثل ص 172 
الرأس ص 172 
الوترالبؤري ص 172 
القطع الناقص ص 180 
البؤرتان ص 180 


المحور الأكبر ص 180 


اختبر مفرداتك 


اختر المفردة المناسبة من القائمة 


0 


ع 


4 


ا 


6 


ن)) 


أعلاه لإكمال كل جملة فيما يأتي: 


ل هوالشكل الناتج عن قطع مستوى 

لمخروطين دائريين قائمين متقابلين بالرأس كليهما أو أحدهماء» 
بحيث لا يمر المستوى بالرأس 

الدائرة هى للنقاط فى المستوى التى تبعد المسافة 
نفسها عن نقطة معطاة. 


يكون . القطع المكافئ عموديًا على محور تماثله. 


يقع الرأسان المرافقان في على محوره الأصغرء بينما 
يقع الرأسان على محوره الأكبر. 


يساوي مقدارًا ثابئا . 


. للقطع الناقص هو نسبة تحدّد ما إذا كان شكل منحناه 
متسعًا أو دائريّاك ويمكن إيجاده باستعمال النسبة 2 . 


: الدائرة هو نقطة تبعد عنها جميع نقاط الدائرة 
بعدًا ثابنًا. 
©6 .وهة© 


كما يوجد للقطع الناقص رأسان وبؤرتان فإن ل * ٠‏ *." * ثعءثت الشيء 
نفسه. لكن له خطي تقاربء ومنحناه عوك بت ف 


دهن معنالع عه بمأكاصأالطا 
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مراجعة الدروس 


القطوع المكافئة (الصفحات 172-179) 


خلد . خصائص القطع المكافئ المعطاة معادلته في كل مما يأتو 3 
0-1 منحناه بيانيًا. 

© (2 +127 -3(2 + م 
0 (1 )4 - 22 - من 

1) 2( رط - ر(ة- هم 
5000579256 حداثيات رأسه وبؤر 
12 )5 ”1 , ,(2)01,1 
53) (3,6(,177,6-)2 
4 (2,1-)3(,17-,2-)2 
5) 2-,4,177)3-,2)3 

اكتب معادلة القطع المكافئ الذي ب 
يأني, ؟ ثم مثّل منحناه بيانيًا. 

16( ب ,4-)2 والمنحنى المفتوح إلى اليسار ويمر بالنقطة (0 ,7-) 
7) (1,4-)2 والمنحنى المفتوح إلى أسفل ويمر بالنقطة (2- ,7) 
8) (6- ,2)3 والمنحنى المفتوح إلى أعلى ويمر بالنقطة (2 ,9) 


4-2 القطوع الناقصة والدوائر (الصفحات 180-187) 


حدد 2 القطع الناقص المعطاة معادلته في كلٍ مما يأتي» ثم مثّل 


يحقّق الخصائص المعطاة في كل مما 


: 605+ 3(20-م) 
9ت ا لك 0 16 


اكتب معادلة القطع الناقص الذي يحقق 
21) الرأسان (3- ,3) ,(3- ,7)» والبؤرتان (3- ,4) , (3- ,6) 


2) البؤرتان (2 ,9) ,(2 ,1) » وطول المحور الأصغر يساوي 6 وحدات. 


35) إحدائيات نهايتي المحو ر الأكبر (4 ,6) , (4 ,4-) و إحداثيات 
نهايتي المحور الأصغر (1,7) ,(1,1) 


أوجد معادلة كل دائرة من الدوائر فى الحالات الآنية 

4) المركز (1,6-)» وطول نصف القطر 3 وحدات. 

5) إحدائثيات نهايتى القطر عند النقطتين (0 ,0) ,(2,5) . 
26) إحدائثيات نهايتى القطر عند النقطتين (6- ,2-) ,(2- ,4) 


الخصائص المعطاة في كل مما يأني: 


اكتب معادلة القطع المكافئ الذي بؤرته (2,1) ورأسه (3- ,2) . ثم 
مكل متسحتاه بيائيًا: 


بما أن البؤرة والرأس يشتركان في الإحدائ ثي اه فإن المنحنى رأسي 
البؤرة هي (7 + / 57 لذلك فإن قيمة مهي 4 - (3-) - 1 . 
وبما أن 7 قيمة موجبة» فإن المنحنى مفتوح إلى أعلى. 

اكتب معادلة القطع المكافئ على الصورة القياسية باستعمال القيم 
7 

72 م - 
2 -2ج) - 
2 - 2ج) - 


1 - زنامة 
(3 + )«4)4 2< ,ةدا 4 دم 
(3 + )216 بسّط 


الصورة القياسية 


الصورة القياسية للمعادلة هي: 

(3 +)16 - 2025 - م) . مثّل بيانيًا كل 
من الرأس والبؤرة والوتر البؤري» ثم ارسم 

منحنى يمر بالرأسء ويمتد مارًا بكلا طرفي 

الوتر البؤري. 


اكتب معادلة القطع الناقص الذي إحدائيات نهايتي محوره الأكبر 
(4 ,11) , (4 ,9-) و إحداثيات نهايتى محوره الأصغر (4- ,1) ,(1,12) . 
استعمل نهايات المحورين الأكبر والأصغر لتحديد 4,8 . 
نصف طول المحور الأكبر نصف طول المحور الأصغر 
(9-)-11 _ (4-) -12 
مش شلك 
مركز القطع الناقص هو نقطة متتصف المحور الأكبر. 


لك +12 (9-) + 11 
2 1 2 


 ),( - )‏ قانون نقطة المنتصف 
(1,4) ح 

الإحداثيان /1 لنقطتر نهايتي المحور الأكبر هتيساويان؛ لذلك إن المحور 

الأكبر أفقي» وقيمة 4 مرتبطة بالمتغير 2. لذا ون اذ لط" ايْص هي 


“0-4 0 12 حم 
ا 01 


بسط 


مهأ أمعسلع 6ه يمأدا دن 


3 - 2021 
الفصل 4 دليل الدراسة والمراجعة ‏ 205 


دليل الدراسة والمراجعك 


2 القطوع الزائدة (الصفحات 189-197) 


حدّد خصائص القطع الزائد المعطاة معادلته في كل مما يأني؛ 
ثم مثل منحناه بيانيًا. 
2م 320+ 
8 30 
7 - ا _ 72 + م 
154 2 18 


69 12-1 جع 0-97 


0 0 - 7 - ربك + 2 - شن - شير 


21 07 


-1 8 


اكتب معادلة القطع الزائد الذي يحقق الخصائص المعطاة 

في كل مما يأتي : 

31 الرأسان (0 ,7-) , (0 ,7)» طول المحور المرافق 8. 
2) البؤرتان (5- ,0) ,(5 ,0)» والرأسان (3- ,0) ,(3 ,0). 
3 البؤرتان (- ,1) ,(1,15)» وطول المحور القاطع 16. 
4 الرأسان (0 ,2-) ,(2,0) وخطا التقارب * 3+ ح /. 


مثّل معادلة القطع الزائد الذي معادلته 1 - 0 5 دك 17 
4 - 1/16 -مرة- -غ ,1- 

5 ح- 4 + 1/16 دع ,2 - 4/ء 

حدّد خصائص القطع الزائد. 

الاتجاه: راسي 

المركز: (3-,1-) 01,1 

الرأسان: (7-,1-)  )-1,1(,‏ مع رن 

البؤرتان: (20/5 +  )-1,-3‏ عار 

ل مك يكراكت 

(1 +22 32+ رن 

وَ(2)2+1- - 3 + نز 

عيّن المركز والرأسين والبؤرتين وخطي 

التقارب؛ ثم ارسم المستطيل الذي قطراه 

محمولان على خطي التقارب ثم مثل القطع 

الزائد بيانيا بحيث يمس جانبي المستطيل عند 

رأسيه ويكون محصورًا بين امتداد قطريه. 


فى هذه المعادلة: 0 
12 


خطا التقارب: 


5 تحديد أنواع القطوع المخروطية (الصفحات 201 - 198) 


حدّد نوع القطع المخروطي الذي تمثّله كل معادلة مما يأتي دون كتابتها 
على الصورة القياسية: 

5 62-16-11-0 - 2رزك - كير 

6 0 -107 + 407 س عر - 2ر4 


7 7332-0 + 8 + :162 + 2ري4 + 2ر9 


6 الفصل4 القطوع المخروطية 


اكتب المعادلة 0 - 39 + 301 + 12 - 31/2 + 3:2 على الصورة 
القياسية» ثم حدّد نوع القطع المخروطي الذي تمثله. 
0 - 39 + 307 + :12 - 372 + 3:2 
(3)111 + (3)1980 + 39- ح (الا + 10 + 3)72 + (نا + مره - 3)2:2 
(3)25 + (3)4-+ 39- ح (25 + 101 + 3)12 + (4 + بيده - 3):2:2 

3)2- 2(2 + 3) + 5(2 - 8 

6 - 5(2 + بن) + 22 - ح) 
بما أن المعادلة على الصورة 72 ح 6(2 - ,) + 2(/ - 22) فإنها معادلة 
دائرة مركزها (5- ,2). 


© .وهة© 
©#©6ى. * ث.وهةه» 
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وزارة التعليح 

ها معنالءع عه بمأكاصذالطا 

2021 - 3 


تطبيقات ومسائل 


8 أقواس: يوضح الشكل المجاور قوسا على شكل قطع مكافئ مقامًا 
عند بوابة متنرّه. (الدرس 4-1) 


ف 


8) اكتب معادلة القطع المكافئ التي يمكن أن يمثّلها هذا القوس 
بصورة تقريبية. 


4 أوجد موقع بؤرة هذا القطع المكافئ. 


9) حركة الماء: أحدث سقوط حجر فى بركة ماء تموؤجات على 
شكل دوائر متسعة متحدة المركز. افترض أن أنصاف أقطار هذه 
الدوائر تزداد بمعدل 3 بوصات فى الثانية. (الدرس 4-2) 


8" كن معادلة الدائر» المعشكلة بعد (الأثوان مر سقوط الحسجر في 
البركة» مفترضًا أن نقطة سقوط الحجر هي نقطة الأصل. 


0) معادلة إحدى الدوائر الموجية هي 225 - 1/2 + 32. 
بعد كم ثانية من سقوط الحجر في البركة تكونت هذه الدائرة؟ 


0) طاقة: تكون أبراج تبريد محطات توليد الطاقة على شكل مجسّم 
ناشئ عن دوران قطع زائد» والمقطع العرضي لهذا المجسّم هو قطع 
زائد. (الدرس 4-5 ) 

أضيق نقطة غ1 30. 
0) إذا زادت نسبة ارتفاع البرج إلى عرضه عند أضيق نقطة» فكيف 
تتأثر معادلة المقطع العرضي له؟ 

1) ضوء: ينعكس ضوء مصباح على حائط مشكَّلًا قطمًا مخروطيًا. 
افترض أن معادلة القطع هي 0 - 8 - 22 + يرك - و2 - 31/2. 
حدد نوع القطع. (الدرس 4-4) 
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الفصل 4 دليل الدراسة والمراجعة ‏ 207 


اكتب معادلة القطع الناقص الذي يحقَّق الخصائص المعطاة في السؤالين 
الآتيين: 
1) الرأسان (4- ,3-) ,(4- ,7)» والبؤرتان (4- ,2-) ,4- ,6). 
© البؤرتان (9- ,2-) ,(2,1-)» وطول المحور الأكبر 12. 


35) اختيار من متعدد : ما قيمة © التى تجعل منحنى المعادلة 
0 - 2/18 - و2 + 2ريع + 422 دائرة؟ 
م 8 6 4 
8 4ج 0 8 


4) جسور: يمثّل الشكل أدناه جسرًا معلقًا » تظهر أسلاكه على شكل 


افترض أن أدنى نقطة لحزمة الأسلاك تقع على ارتفاع 517 عن سطح 
الطريق» وأن البؤرة ترتفع عن الرأس مسافة 37377 تقريبًا . اكتب 
معادلة القطع المكافئ. 


اكتب معادلة القطع الزائد الذي يحقق الخصائص المعطاة في السؤالين 
الآتيين: 
5) الرأسان (0 ,3-) ,(0 ,3) » وخطا التقارب ٍَّ 
6) البؤرتان (8 ,8) , (0 ,8)» والرأسان (6 ,8) ,(2 ,8) 


+ ح لا. 


مثّل بان منحنى القطع الزائد المعطاة معادلته في السؤالين 7 و 8: 


0 00 
117-- 2252م 
2 

5 ب 6+82_ (3 + رن) 


4 36 


8 الفصل4 القطوع المخروطية 


9 اختيار من متعدد: أيّ قطع ناقص مما يأتي له أكبر اختللاف 
مركزي؟ 
م 5 2 


مستعملًا البؤرة + والرأس 17, اكتب معادلة كل من القطعين المكافئين 
الآتيين» ثم مثّل منحنييهما بيانيًا. 

2)2,8(,177)2,10( 0 

1) (1,5-)ا ,(2)0,5 


مثّل منحنى القطع الناقص المعطاة معادلته في كل من السؤالين الآتيين: 
+ /) | 5(2-م) 
9 49 
6 +0 
2 
1 +32 + م 


2-1 )2 


-1 )5 
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اع + )رح جنا رع + ز) 


)ع - وحار - )و ر) 


الضرب 


+ :لمر الدوال الاأسيه واللوؤغاريتميه 


خاصية لوغاريتم القوة عد رع10 م ع لدرعه1 


عد و10 


صيغة تغيير الأساس ح تدرعه1 


م1 


خاصية القسمة في 
اللوغاريتمات 


ور - ندرعه! - 10 


الربح المركب 


خاصية الضرب في اللوغاريتمات 


الت اسن لت 


القطع المكافئ ‏ (1- ,)ترك - 172 - *) أو (:1 - )بره - 2( - /) 


0 | “دم 
1[ 12 2 


القطع الناقص 9 2م - بن 2 0 


1 
جخت - 
60م جما 


1ه ءكت 
وبي - 6606 
6 “عي -1 + وى 


متطابقات الزاويتين 9 7 
المتتامتين ) 


متطابقات فيثاغورس 


( ©5»ع ع عمو 


6 - | 6ه -0 عي 


متطابقات الدوال الزوجية #0 صما ح (6-) حنم 


أو الفردية #60:خمع- ع (0-) ام 


الدائرة 


القطع الزائد 


0“»م. - 1 + 0 كمنما 


-4[ 
-4[ 


6 5م» ع (6-) وم 


) 4م - 0 هما 


) هما - 6 غم 


6عهمه ع (6-) عمو 


8 حنزة 4 حتزو + 8 ومء 4 5وم» ع (8 - للم) وم 


متطابقات المجموع والفرق 


8 خنزة 4 5مء - 8 وم» 4 مزه - (8 - لل) حنتزد 


قصة - 24 حنها - 8ه - م) مما 


حتةخ 4 حتهغخ + 1 
6 “صذة 2 -20-1 ومى 


متطابقات ضعف الزاوية 


متطابقات نصف الزاوية 


06م - 1/ 
5020م +1 


1 -26و20 2-2 وم» 


6 ته 2 


5 ع 2 حته] 
6 ممه - 1 


مم +1/ 6 
خها- 
2 0 905 


)ع ٠١‏ (ت)ر - (ت) (و ٠١‏ /) 


مع ومع لك - ريا 


"2+ 1)صدم 


1ر108 + تدوعه1 ع اند رع 10 


2 - شن + شر أو 2, - 2( - ر) + 1(2-ع) 


0/102 1025م 
1ك 


5060م» _ 
مخ ح 0 زوه 


ع 6 تله 
60عى 


ال 
مب - 0 عي 


281و + 8 خطزة 


6 - ) 5م» - 0 مزه 


-4( 


6 صذة- ع (6-) تزه 


) هذه - 0 وم 


0 عوع- -ح (6-) عى 


8 حنزة 4 حنزة - 8 وم 4 5وم» ع (8 + م) 5م 


8 حنزة 4 5مء + 8 5م»ء 4 زه ح (8 + ل) تلد 


لحن + 4 جما 


ته ك4 حتهخ - 1 ح (8 + م) هما 


0 صنه -8 2و0 - 2 وم 


م0 21 2 20 مزه 


5060م ةا إبيخر ب 


حأ معنالع عه بمأكاما 


لي 
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22055555 ادس او 002-13 
7 - و) + 2( - ج1/)2 - 2 نقطة المنتصف ل عات ٍِ سيم ح ارا 


1خ - 1/2 
7-1 2,32 و3 -11 


سات الشرد 82 
عم4 - 72 /1+ 1 - 
م 6ه تالخد _ 


0 عد مريعالفرق 2 + م2 - 2م ع 6(2 - م) 


2 + م2 + 2م ح 2( + م) الفرق بين مربعين (طع م)(م -م) - 2ج 2و 


دالة القيمة المطلقة الدالة الثابتة 


4 


داله أكبر عدد صحيح دالة المقلوب الدالة التكعيبية 


3- 2021 
0 الصيغ والرموز 


التمثيل البياني للدوال المثلثية الأساسية 


بعض قيم الدوال المثلثية للزوايا الخاصة 


90 "60 300 
ٍِ - 309 مزه 


ح 607 تزه 


45" 45” 90" 
1/2 


1 - 455 جنها 5 - 459 زه 


دوال في دائرة الوحدة 


إذا قطع ضاع الانتهاء للزاوية 0 المرسومة في الوضع القياسي دائرة الوحدة في النقطة (/1,<) 217 
فإن ا ع 0 تنأو ,<< ع 6 ومع أي أن :(0 ذو ,0 5م»)2 ع (/32,1) 1 


مثال: إذا كانت: 1207 حت © فإن (”120 512 ,"120 05») 2 ح (/3:,1) 10 
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النظير الضربي للمصفوفة / مجموعة الأعداد الحقيقية 


النظير الجمعي للمصفوفة / مجموعة الأعداد النسبية 

عة الأعداد غير النسبية 
مصفوفة الوحدة مجمو. غير اللسبي 
مجموعة الأعداد الصحيحة 
مضروب العدد الصحيح الموجب 1 
مجموعة الأعداد الكلية 
المجموع 
مجموعة الأعداد الطبيعية 
الحدث المتمم 
دالة / بمتغير 1 
احتمال الحدث 2 
يساوي تقريبًا 


حتمال 8 بشرط ل 
١‏ افكت الدالة المتعددة التعريف اك 00 


عدد تباديل 7 مأخوذة 7 في كل مرة واكةالقية الطلقة اها- ضار 


عدد توافيق 7 مأخوذة 7 في كل مرة دالة أكبر عدد صحيح [*] > ور 
دالة الجيب بمتغيرين 10 تا 
دالة جيب التمام 
دالة الظل تركيب الدالتين 1و 8 
الدالة العكسية للدالة / 


دالة مقلوب الظل 


58 الجذر النوني ل مآ 
دالة مقلوب الجيب 
مصفوفة رتبتها 11111 
دالة مقلوب جيب التمام 
العنصر في الصف : والعمود [ من المصفوفة / 
دالة معكوس الجيب 
محددة المصفوفة 2 
دالة معكوس جيب التمام 
المجال 


دالة معكوس الظل 


518 التعتلبيحر 
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